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一 二次型的概念

首先，假如我们有 n 个变量 xi 构成一个多项式，其中每一项最高次幂为 2，可以表示如下：

f(x1, x2, . . . , xn) = a1,1x
2
1 + 2a1,2x1x2 + · · ·+ an,nx

2
n (一.1)

如果二次型多项式中只有某变量的平方项，称为二次型的标准型：

f(x1, x2, . . . , xn) = a1,1x
2
1 + a2,2x

2
2 + · · ·+ an,nx

2
n (一.2)

二次型多项式可以用矩阵相乘来实现：

f(x1, x2, . . . , xn) =
[
x1 x2 . . . xn

]

a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . .

an,1 an,2 . . . an,n



x1

x2

. . .

xn

 (一.3)

= XTAX (一.4)

由二次型和二次多项式的基本关系，我们很容易就能发现在二次型矩阵中，ai,j = aj,i。

在几何中，在平面直角坐标系下，以坐标原点为圆心的二次曲线的方程一般是下面的形式：

a1x
2 + 2a2xy + a3y

2 = b (一.5)

所以我们完全可以将矩阵的二次型与二次曲线挂钩。当然，自变量如果只有 3 个以内我们还是可以画
出来的，但超过三个就没法直接画出来了。

二 二次型的变换

可逆线性变换

假如对 X ，有可逆矩阵 C 使得 X = CY，Y 是向量，对二次型做可逆线性变换：

f = XTAX = (CY )TA(CY ) = Y T (CTAC)Y (二.1)
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因为 AT = A，因此 (CTAC)T = CTAC 也是二次型矩阵。因为 C 可逆，所以 A 与 CTAC 的秩是

相同的。

二次型矩阵的标准型

由矩阵的相似对角化可知，实对称矩阵 A 可以通过正交矩阵 Q 化为对角矩阵：

Q−1AQ = QTAQ (二.2)

因此二次型矩阵也可以这么化为标准型：

f = XTAX = Y T (QTAQ)Y = Y TΛY (二.3)

Λ =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

. . .

0 0 . . . λn

 (二.4)

其中 QY 为正交变换，λi 为矩阵的特征值。

正交变换与正交矩阵

这里简单介绍一下正交变换和正交矩阵。当矩阵 A 满足 AAT = ATA = E 时，称 A 为正交矩阵。

对于正交矩阵，我们可以看出（det 表示求行列式）：

AT = A−1 (二.5)

det(A) = 1 (二.6)

(二.7)

且 A 各行（列）之间两两正交，且都是单位向量。正交变换不改变向量的长度，也不改变两个向量的

内积：

|Ax| =
√

(Ax)TAx =
√
xTATAx =

√
xTx = |x| (二.8)⟨

Ax,Ay
⟩
= (Ax)TAy = xTATAy = xT y (二.9)

而向量的内积其实就是向量相乘再乘以它们之间夹角的 cos 值，因此可以说明两个向量正交变换以后
的夹角也不变，因此正交变换不会改变形状。

二次型与椭圆

我们考虑一下该二次型：

f(x, y) =
[
x y

] [ 5
2

√
3
2√

3
2

3
2

][
x

y

]
(二.10)

=
[
x y

] [√
3
2

− 1
2

1
2

√
3
2

][
3 0

0 1

][ √
3
2

1
2

− 1
2

√
3
2

][
x

y

]
(二.11)

我们可以从正交矩阵性质得到：([
x y

] [√
3
2

− 1
2

1
2

√
3
2

])
=

([ √
3
2

1
2

− 1
2

√
3
2

][
x

y

])T

(二.12)

我们设 f(x, y) 为一个定值，比如 f(x, y) = 9，得到与 (x, y) 的相关图像显示为灰色；同时我们假设

有另一个以 [x y]Q 为基底的椭圆 g(u,v)，其中：

f(x, y) = 2.5x2 +
3

2
y2 +

√
3xy = 9 (二.13)

g(u, v) = 3u2 + v2 = 9 (二.14)
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得到的图像显示如下图左，为了方便比较，我们把 f 和 g 显示在同一个图上，注意灰色椭圆横纵坐标
表示 (x, y)，绿色椭圆横纵坐标表示为 (u, v)：

神奇（或者说理所当然）的事情发生了，这两个椭圆一模一样！f 椭圆是原本的样子，但当我们对坐

标做了正交变换以后，就变成了 g 的样子。

现在看上图的右图，椭圆从小到大，f(x, y) 的值分别为 3、5、9 和 13。我们知道 f(x, y) 是 (x, y) 的

函数，我们根据下面示意图可知，当我们给 f(x,y) 设置一个目标值时，从椭圆中心出发的向量 (x, y) 沿着

红色箭头位置可以最快达到目标值，而沿着绿色箭头则会最慢达到目标值：

而我们对红色和绿色箭头做了正交变换以后，就相当于我们可以知道，现在从椭圆中心的向量沿着坐

标轴可以分别最快或最慢地达到目标值。

注意在某个目标值下的椭圆的长轴和短轴的长度就可以由二次型标准型的特征向量求出，而二次型一

般型我们难以直接看出长轴和短轴的长短。
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