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一 向量的线性变换

我们首先需要明确的是，一个 n维空间里可以由 n个不相关的 n维向量张成。例如三维空间中，(2, 3, 4)
和 (3, 2, 7) 和 (1, 8, 2) 经过线性组合就可以构成整个空间。

但是，(2, 3, 4)和 (3, 2, 7)和 (5, 5, 11)却没法构成整个三维空间，因为向量 (5, 5, 11)与向量 (2, 3, 4), (3, 2, 7)

线性组合构成的平面是平行的，而任何与该平面不平行的向量它们是无法线性组合得到的。

线性变换可以理解为（或者从线性函数来说，就是）将基进行了变换。我们假设对于二维空间中的基

为 î 和 ĵ，向量 ŵ = (a, b)，可以表示为 âi+ bĵ。我们对向量进行线性变换，即乘以一个矩阵 A，但本质

上是作用于了基。我们设 a = 2.5，b = 1.5，î = (1, 0)，ĵ = (0, 1)，矩阵 A 表示为：

A =

[
3 −2

1 2

]
(一.1)

我们可以看到 AŵT：

A

[
2.5

1.5

]
= 2.5ÂiT + 1.5AĵT (一.2)

ÂiT = (3, 1)T (一.3)

AĵT = (−2, 2)T (一.4)

如下图，红色向量表示原来的基。绿色向量表示经过线性变换以后的新的基，w 是初始向量，w′ 是变

换以后的向量：
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顺便提一句，我们可以举一反三，当 î 和 ĵ 不是坐标轴上的单位向量时，上面的变换也依然是成立的。

当矩阵的行向量或者列向量是线性相关的时候，例如：

A1 =

[
1 −1

−2 2

]
(一.5)

A2 =

[
1 −2

−1 2

]
(一.6)

A1 将单位基 (1, 0) 和 (0, 1) 变换为 (1,−2) 和 (−1, 2)，注意变换后的两个基是平行的，它们已经无法

张成整个二维空间了。A2 也是同理，将单位基 (1, 0) 和 (0, 1) 变换为 (1,−1) 和 (−2, 2)。

我们总结一下矩阵乘以向量的值：[
a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

][
b1

b2

]
=

[
b1

[
a1,1

a2,1

]
b2

[
a1,2

a2,2

]]
(一.7)

因此，连续的矩阵变换就可以理解为将基进行了多次变换。

基的选择

当然，对于所有的基，我们都应该有一套衡量标准，比如，基怎么表示？比如二维空间，我们凭什么

认为最标准的基应该表示为 (0, 1) 和 (1, 0) 呢？为什么不能把 (3, 1) 和 (−2, 2) 作为最标准的基底呢？

我们首先应该去保证的是对于 n 维空间，标准基的长度应该是相等的：

∥(3, 1)∥ =
√
10 ̸= ∥(−2, 2)∥ =

√
8 (一.8)

因此 (3, 1) 和 (−2, 2) 不太适合作为标准基。

其次是要保证正交性，即点乘为 0，(3, 1) 和 (−2, 2) 同样不满足。

坐标系是我们理想化的产物，并不是自然而然就存在的，只是我们为了描述相对关系而存在的，因此，

我们会对一个线性空间建立坐标轴，然后将用该坐标轴下的 (0, 1) 和 (1, 0) 向量作为这个坐标系中最标准

的基。比如下图，我们完全可以建立为橙色坐标系，也可以建立为绿色坐标系，而且不同坐标系下单位长

度对应的实际世界距离也可以不一样，这只在我们描述空间时会有不同，但在实际世界中没有什么区别：
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在建立坐标系以后，我们描述的基便都在用同一个坐标系进行表示。

当我们有两个坐标系时，我们需要了解这两个坐标系之间的对应关系，包括一个坐标系如何用另一个

坐标系来表示，这样才能在坐标系之间进行变换（有兴趣的同学可以参考 DezemingFamily 的《三维视角
投影变换与代码实战》，相机坐标系的坐标是用世界坐标系的坐标轴来描述的，这样才为世界坐标和相机

坐标之间构建了桥梁）。当描述不同坐标系的基坐标时，还是得有一个基准坐标系来描述，否则就无法描

述对应关系了。

二 基变换

现在回到基变换的问题上来，现在有两个人分别定义了两个基组（并不需要保证这两个基组是单位正

交的），如何判断用这两个基组表示的一个向量是否是同一个向量呢？

我们还是以二维为例，设第一个人的基是 (̂i1, ĵ1)，第二个人的基是 (̂i2, ĵ2)，

首先我们有一个用第二个人的基描述的向量 (a2, b2)：a2̂i2 + b2ĵ2。我们希望研究一下它用第一个人的

基怎么描述。我们假设该向量在另一组基中可以表示为 a1̂i1 + b1ĵ1，由此得到关系：[̂
i1 ĵ1

] [a1
b1

]
=

[̂
i2 ĵ2

] [a2
b2

]
(二.1)

通过矩阵的逆就可以得到： [
a2

b2

]
=

[̂
i2 ĵ2

]−1 [̂
i1 ĵ1

] [a1
b1

]
(二.2)

这是一个很神奇的现象，我们思考如果 (̂i1, ĵ1) 是一组已经建立的坐标系下最标准的正交基，那么

î1 = [1, 0]T ; ĵ1 = [0, 1]T (二.3)[
a2

b2

]
=

[̂
i2 ĵ2

]−1
[
a1

b1

]
(二.4)

可以表示为将基构成的矩阵取逆以后，作用于标准正交基下描述的向量，就变成了新的基下描述的向

量了。

三 不同基下的变换

现在我们有另一个问题，当某种变换 A 作用于空间的标准正交基(̂i1, ĵ1) 中时，我们知道 A 描述的是

标准正交基的变换。但是我们在该空间还有另一组基 (̂i2, ĵ2) 描述的向量 a2̂i2 + b2ĵ2，我们想知道矩阵 A

对向量进行了变换以后，如何用 (̂i2, ĵ2) 描述变换了以后的值（注意我们不是用变换了以后的基去描述向

量）。
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其实很简单，我们先说过程，后面再说原理。先把该向量用另一组基描述（进行基变换）：a2̂i2 + b2ĵ2，

然后对其进行 A 变换，然后再通过逆矩阵逆变换回去。过程如下：[
a′2

b′2

]
=

[̂
i2 ĵ2

]−1

A
[̂
i2 ĵ2

] [a2
b2

]
(三.1)

这个时候，作用于第一组基的变换，对应于第二组基描述的向量就变为了 a′2̂i2 + b′2ĵ2 。

我们把这组变换的最后面的向量去掉，设矩阵 X 为：

X =
[̂
i2 ĵ2

]−1

A
[̂
i2 ĵ2

]
(三.2)

我们分析一下 X 的作用，其实就是使矩阵作用于某一组基，然后做基的逆变换。一个矩阵变换只是

对应一组基，但是代表这个矩阵作用的线性变换是对应了整个世界空间，只不过该线性变换在这组基下可

以描述为这个矩阵，而我们的目标是用这组基描述的这个线性变换去得到它在整个世界空间的作用效果。

基变换过程

因此我们可以思考该过程：我们打算对世界空间做一些变换 T ，比如某种仿射变换。该变换作用于描

述该空间的标准正交基 (̂i1, ĵ1) 上表现为矩阵 A，这是我们的已知信息。我们现在有一组基 (̂i2, ĵ2) 描述的

向量 (a2, b2)，我们现在想知道这个变换作用于标准正交基描述的该向量后，应该如何用基 (̂i2, ĵ2) 表示变

换后的向量 (a′1, b
′
1)。

使用标准正交基来描述 (a2, b2)： [̂
i2 ĵ2

] [a2
b2

]
(三.3)

对标准正交基进行空间变换，得到标准正交基下描述的向量（要明确的是，虽然矩阵本质上是作用于

基，但标准基变换了以后的基的描述还是用标准坐标系描述的，因此对于作用的向量的值来说基底我们可

以认为并没有改变，结尾我会再说明一下）：

A
[̂
i2 ĵ2

] [a2
b2

]
(三.4)

根据前面“基变换”小节，使用基矩阵的逆变换得到基 (̂i2, ĵ2) 对于变换后的向量的描述：[̂
i2 ĵ2

]−1

A
[̂
i2 ĵ2

] [a2
b2

]
(三.5)

针对上面蓝字描述的内容，再补充说明一下，设某个向量在标准正交系下可以描述为 (2.5, 1.5)T。

[
3 −2

1 2

][
2.5

1.5

]
(三.6)

该变换虽然本质上将标准正交基变为了 (3, 1)T 和 (−2, 2)T，但经过运算以后我们还是习惯于用标准

正交基描述变换以后的向量，即标准正交系下的 (4.5, 5.5)T。
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