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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。
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一 基本介绍

本算法来自论文 [1]，我认为使用线性模型来拟合渲染结果是一个很不错的思路，因此我把这篇文章
讲解一下。

本算法是为了降低蒙特卡洛（MC) 光线追踪（RT) 的噪声而设计的 [1]，它是基于重建（将渲染时得
到的样本进行一定的处理，组合得到最终图像）的预测方法，可以去噪的同时保留物体的边缘信息（不会

把边缘模糊）。

该算法构建多个稀疏的线性模型（稀疏是相对于图像空间来说的，即多个像素共同使用同一个参数的

模型，因此比较“稀疏”），每个线性模型都有预测窗来根据几个样本预测真实结果（ground truth）。同时，
该算法递归地估计不同的预测窗的线性预测带来的预测错误，并选择最优窗来最小化误差。

由于在模型的最优预测区间中，每个样本都可以预测多个像素，因此本算法在图像空间只需要比较稀

疏的像素即可。不过用一个线性模型来预测多个像素很难，需要对区域进行误差分析，而不仅仅对单个像

素进行误差分析。

经过验证，该算法可以用更少的重建时间并能得到更好的重建质量。
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二 相关算法

自适应渲染是为了使用有限 MC 样本量得到更高质量的图像，一般有两种方法：多维度自适应采
样和图像空间自适应采样。多维度方法在光线跟踪的路径中使用，缺点是每个样本都需要昂贵的计算（比

如对光源采样多次）。图像空间方法利用了无噪声信息，比如 G-buffer(Ray 与物体相交的世界坐标、法向
量、材质纹理以及几何 mesh 编号等)。

在多维度自适应渲染上，主要是基于路径空间做的；还有频率分析方法，可以重建景深、运动模糊等

效果；重投影技术可以复用时序样本。但是这些算法都只支持有限的渲染效果（比如有的只支持渲染漫反

射物体，有的只支持运动模糊，有的支持两三种效果等）。

图像空间自适应渲染，比如小波、高斯滤波器，利用输入信息（颜色、方差等）进行滤波。基于图像

空间的方法很容易并行化，然而计算量大，很多都不适合高性能和实时计算（也有很多可以用于实时计算

的）。

本文作者在 2014 年也发布了一篇论文，利用特征，使用线性模型近似渲染结果。通过把重建误差解
耦为bias 和 variance来估计线性模型的误差，并对于不同的特征估计最优滤波器的带宽来最小化误差。但
是需要昂贵的计算，同时模型是针对每个像素的。本论文算法用单个线性模型来同时重建多个像素，因此

昂贵的误差估计只需要在稀疏的像素上执行，提升了渲染性能。

三 算法创新点

该算法在线性模型重建上很费时，但只需要少量像素样本就能计算得到重建模型，并预测其他像素样

本上的值。创新点总结如下：

• 它使用了递归最小二乘法（recursive least squares, RLS）来迭代地构建多个线性模型。给定不同尺
寸的预测窗后，递归地估计线性模型的参数。

• 设计递归的误差分析来估计线性模型带来的预测误差，根据误差分析选择最优的预测尺寸。

• 提供了自适应采样方法，基于评估预测的误差，在高噪声区域进行更多样本的采样。

• 预测方法在保持高重建质量的同时，只在稀疏的像素数上运行预测优化方法。

四 使用线性模型重建图像

预备知识

squared residuals 平方残余在线性拟合中特指估计值与真实值的差的平方。

算法描述

本算法用 y 表示 MC 方法获得的直接结果，来估计渲染的真实结果 f(x)，用下标 i 表示第 i 个像素。
我们定义以像素 c 为中心的滤波窗为 ΩF

c，同时还定义一个预测窗 ΩP
c (k) ⊆ ΩF

c，该预测窗里有 k 个
像素。我们需要注意的是，滤波窗的尺寸是固定的，但是预测窗的大小可变（因为我们可能只需要里面一

部分样本来进行预测）。下面公式表示中心像素与周边像素之间的梯度关系：

f(xi) ≈ f(xc) +∇f(xc)
T (xi − xc) (四.1)

因此我们计算出梯度以后就可以用它来估计周边像素值。当然我们并不知道 ground truth f(x)，也不

知道梯度，但我们可以通过最小二乘来估计它们。我们结合图示来说明这个问题，首先需要注意的是，该

算法的预测中心虽然是稀疏的，但不是均匀的，比如下图：
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上图中 (a) 表示输入图像，(b) 表示输入图像某区域放大后的结果。(c) 和 (d) 表示使用稠密的预测中
心生成的预测结果，(e) 和 (f) 表示稀疏的均匀预测中心预测的结果，(g) 和 (h) 表示本算法的稀疏非均匀
预测中心得到的结果，可以看到，该算法自适应地选择预测像素中心的位置，且误差（rMSE）更小。
本算法的主要方法是在一个预测窗里使用单个线性模型来估计多个像素值的重建，而困难是寻找一个

最优的局部估计窗来最小化预测误差，设 f̂(xi) 是第 i 个像素的估计值：

ϵc(k) =
1

k

∑
i∈ΩP

C(k)

(f̂(xi)− f(xi))
2 (四.2)

• 合理构建预测窗的间隔（k 值）是一个挑战，基于 k 值的大小来构建相应的线性模型并不容易。同
时，我们还得想办法估计预测误差，如何选择最优 k 值来最小化预测误差也在这个挑战之中。

• 另外，在计算多个线性模型后，最优预测大小 k 值仍然是未知的，因为实际值就是未知的，因此我
们需要估计误差 ξ̂c(k) 和估计最优预测 k：k̂opt 的大小。

我们的主要算法就是来寻找这个估计最优预测窗 ΩP
C(kopt)，会在后面进行描述。

五 线性模型估计方法

最优预测窗大小 k̂opt 可以定义如下，其实就是选个最好的 k 值：

kopt = argminkξc(k) = argmink
1

k

∑
i∈ΩP

C(k)

(f̂(xi)− f(xi))
2 (五.1)

估计方法分为两个方面，首先是一个迭代的估计过程，来估计以 k 为参数的线性模型；另外是一个递
归的误差分析过程来计算 k̂opt。这两个方面分两个小节来叙述。

5 1 递归构建线性模型

本算法把估计得到的系数作为一个向量 β̂c(k) 来估计真实系数 βc(k)：

β̂c(k) ≡ (f̂(xc),∇f̂(xc)) (五.2)

我们把误差定义为矩阵的形式：

Xkβ̂c(k) = Yk (五.3)

Yk = (y1, y2, . . . , yk)
T (五.4)

yk 表示预测窗内 k 个像素的 MC 估计值；Xk 是 k × (d+ 1) 维的矩阵，d 是表示一个像素的特征向

量 xi 的长度（注意这里的特征向量（feature vector）并不是矩阵分析里的特征向量（eigenvector），该向
量表示图像每个像素的可用特征，例如 G-buffer 里的值）：

Xk =


1 (x1 − xc)

T

1 (x2 − xc)
T

......

1 (xk − xc)
T

 (五.5)
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由此可知，我们完全可以用最小二乘法（见 DezemingFamily 的《最小二乘法》）来求出 β̂c(k)。但是

这样存在问题，需要计算矩阵求逆非常耗时，而且我们并不知道预测窗大小 k，我们需要一个一个像素地
加到预测窗里来进行估计（寻找最优 k值），因此我们会使用递归最小二乘法（见 DezemingFamily的《递
归最小二乘法》）来解决这个问题。

关于递归最小二乘应用于这里的公式可以查看论文（与《递归最小二乘法》书的基本方法是一致的），

并没有太多值得进一步解释的地方，我写这个小册子的意义也是为了更好的从图形学的角度来描述原理。

下一节我们介绍如何找到最优估计模型 β̂c(kopt)。

5 2 递归估计预测误差

本节介绍如何在众多可能的 k 中选择最优预测窗大小 k，以及相应的最优线性模型。
对于选择的某个 k，我们应该估计预测误差 ξc(k)，本节提出了新的迭代的技术来预测以 k 为自变量

的误差函数。以前有一些方法只能估计单个像素的预测误差，而本文要用一个模型去估计整个 k 大小的周
边区域。

当我们有一个用 (k − t) 个像素计算的线性模型 β̂T
c (k − t)，当加入新的 t 个样本后，计算预测误差。

我们称这 t 个样本叫测试集，k − t 个样本叫训练集。

滤波窗（一定要明确滤波窗和预测窗，预测窗被包含于滤波窗）ΩF
c 的大小设为 (2R+ 1)× (2R+ 1)，

我们就可以估计预测误差。k 的大小为：

k ∈ {12, 32, 52, ..., (2R+ 1)2} (五.6)

我们设 k(r) ≡ (2r + 1)2，表示预测窗大小的递增过程。

ξ̂c(k(r)) =
ξ̂accc (k(r))

(2r + 1)2
=

ξ̂accc (k(r − 1)) + ∆ξ̂accc (k(r))

(2r + 1)2
(五.7)

这个过程可以用下图来进行表示，这是一个迭代的过程，用当前模型线性估计新像素的样本，然后再

把新样本一起得到的线性模型来估计更新的一波样本。迭代完以后，找到其中误差最小的 k 即可（只要弄
明白我们的目的是什么，则过程其实很简单）。

ξ̂accc (k(r − 1)) 表示从 k(0) 一直到 k(r − 1) 的误差，以及新加入像素以后的误差 ∆ξ̂accc (k(r))。

∆ξ̂accc (k(r)) =

8r∑
i=1

(
β̂T
c (k(r − 1))zi − yi

)2 (五.8)

zT
i =

[
1 (x1 − xc)

T

]
(五.9)

下面我们稍微分析一下估计误差 ξβc(k(r)) 和参考图像误差 ξc(k(r))。注意参考图像在实际渲染中是

得不到的，但是通过分析，我们可以认为本文的算法是有意义的。对于参考图像误差而言，我们选择的 k
值是用来最小化参考图和 MC 估计图之间的平方误差而选择的：
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可以看到，我们估计的 k(9) 误差与索引图和估计图的误差相比很相似，估计的预测窗大小和参考图

像得到的预测窗大小也是一致的。也就是说，我们的模型预测到某些部位渲染的误差很大，实际上这些部

位的误差就是很大（比如上图右边红圈圈起来的部位），因此我们需要在这些地方多采样一些样本。

这个算法的神奇之处就是，我们使用迭代的方法来估计误差，即我们的线性模型会在一个预测窗内不

断估计新样本的误差，企图找到一个最小的误差。然后我们把这个最小的误差进行可视化，发现这个最小

误差分布图与索引和 MC 估计图之间的误差是几乎一致的。

六 线性模型重建与自适应采样

现在，最优预测窗 k 的值我们已经知道怎么计算了，但是预测窗中心点 c 的位置应该如何选取，以及

如何在高误差区域进行更多的采样，将是我们现在需要介绍的内容。

6 1 迭代地构建线性模型

得到一个线性模型的计算复杂性为 O(|ΩF
c |d2)，如果一共需要建立 L 个线性模型（L 个中心位置 c）

则总复杂度就再乘以 L。
首先，我们建立比较粗粒度的中心点分布，例如一个滤波窗的中心位置。之后我们估计最优预测窗的

大小。我们这么操作：设定一个步长 g，初始化为滤波窗宽度，然后每隔 g 放置一个中心点 c，并估计以

c 为中心点的 kopt 大小。

然后，我们把 g 减少一半，看当前位置是否在上面预测到的模型的范围里，如果不在说明有光照急剧
变化，因此我们就为该点 c 创建一个新的线性模型。

我们不断缩小 g 值，直到所有像素都能被模型预测到为止。但是有的像素可以被多个线性模型预测
到，因此我们需要把多个模型的预测结果取一个平均。

6 2 自适应采样

第一阶段，我们每个像素只采样 4 个样本即可。我们基于估计误差 ξ̂c(k̂opt) 为每个像素分配额外的光

线。至于分配多少光线论文 [1] 中是给了一些说辞的，但我认为我们并不是要非常严格地去执行，我们可
以基于误差和期望来给一个理论支撑，不过更多时候我们还是凭感觉走。

时序拓展

其实原理就是跟 TAA 一样，利用时序相关性，相当于添加了更多的样本进来。当然对于新样本肯定
最好是让它的权重大于老样本的权重，因此，我们经常会加权。
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七 总结

该论文的技术路线并不是很复杂，里面有些巧妙的地方，前面也介绍了。利用线性模型来估计光照是

一个很好的思路，至于以后要如何做，论文叙述说要扩展到高维空间（例如透镜），以及对不同的特征使

用不同的权重。
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