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一 单变量函数泰勒级数

我们知道，泰勒级数是函数的一种近似工具。学习多元函数泰勒级数的计算和表示应该先弄懂一元函

数的泰勒级数原理。

假设我们要在 x = 0 的附近来近似一个函数 f(x)，我们拟使用多项式来拟合，比如二次多项式：

f(x)(x near 0) ≈ a0 + a1x+ a2x
2 (一.1)

然后代入 f(0) 到右边，得到 a0 = f(0)。我们还希望近似的多项式的一阶导数和原函数的一阶导数相

同，因此得到：

f ′(0) = a1 (一.2)

我们再贪心一点，希望近似的多项式的二阶导数和原函数二阶导数相同，因此得到：

f ′′(0) = 1 · 2 · a2 (一.3)

如果我们想用高阶多项式来逼近，则我们可以得到：

f (n)(0) = n!an (一.4)

所以我们可以理解为，an 是来控制逼近多项式去逼近原函数的 n 阶导数的系数。
当我们要逼近其他点，比如逼近：

f(x)(x near x0) (一.5)
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我们当然也可以使用上面的逼近方法：

f(x)(x near x0) ≈ a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n (一.6)

f ′(x0) = a1 + 2a2x0 + 3a3x
2
0 + ...+ nanx

n−1
0 (一.7)

(一.8)

我们发现这样计算起来真的非常麻烦，假如我们要使用 n 阶多项式去逼近，则需要联立所有阶导数的
方程组去解得 ai，非常不方便。幸运的是，我们将多项式的每一项 x 换为 x− x0，这个问题就解决了：

f(x)(x near x0) ≈ a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)
2 + ...+ an(x− x0)

n (一.9)

f ′(x0) = a1 (一.10)

f ′′(x0) = 1 · 2 · a2 (一.11)

其实这就相当于将原函数进行平移，使 x0 处平移到原点位置，然后再用泰勒公式去逼近。

二 二元函数泰勒公式

我们现在有一个二元函数 f(x1, x2)，假设我们要近似点 (a1, a2) 的函数，其实原理也很简单，无非就

是求个偏导罢了。我们知道，要想得到二元函数在某个点的变化趋势，需要求其分别对两个变量的偏导数。

我们先从直觉上思考一下

二阶近似就可以写为（设常数为 ci）：

f(x1, x2)((x1,x2)near (a1,a2)) (二.1)

≈ c1 + c2,1(x1 − a1) + c2,2(x2 − a2) (二.2)

+ c3,1(x1 − a1)
2 + c3,2(x1 − a1)(x2 − a2) + c3,3(x2 − a2)

2 (二.3)

以及泰勒展开式：

f(x1, x2)((x1,x2)near (a1,a2)) (二.4)

≈ f(a1, a2) (二.5)

+ (x1 − a1)
∂f

∂x1

(a1, a2) + (x2 − a2)
∂f

∂x2

(a1, a2) (二.6)

+
1

2!
(x1 − a1)

2 ∂
2f

∂x2
1

(a1, a2) + (x1 − a1)(x2 − a2)
∂2f

∂x1∂x2

(a1, a2) (二.7)

+
1

2!
(x2 − a2)

2 ∂
2f

∂x2
2

(a1, a2) (二.8)

+ on (二.9)

系数是通过下面来计算得到的（注意 c3,2 可以用两种混合偏导的方法得到）：

c1 = f(a1, a2) (二.10)
∂f

∂x1

(a1, a2) = c2,1 (二.11)

∂2f

∂x1∂x2

(a1, a2) = c3,2 (二.12)

∂2f

∂x2∂x1

(a1, a2) = c3,2 (二.13)

我们知道，初等函数的二阶偏导连续，则与求偏导的先后次序无关，所以二阶混合偏导相等，因此二

阶项可以拆成：
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1

2!
(x1 − a1)

2 ∂
2f

∂x2
1

(a1, a2) +
1

2!
(x1 − a1)(x2 − a2)

∂2f

∂x1∂x2

(a1, a2) (二.14)

+
1

2!
(x2 − a2)(x1 − a1)

∂2f

∂x2∂x1

(a1, a2) +
1

2!
(x2 − a2)

2 ∂
2f

∂x2
2

(a1, a2) (二.15)

这就是一般常见的二元函数泰勒公式。但是毕竟把 c3,2 拆成两部分并不是很容易想到，我们用辅助函

数的方法来证明一下。

辅助函数推导

我们引入一个辅助函数 Φ 来解决该问题。定义点 (a1, a2) 在周边邻域的近似，泰勒定理需要研究的是

在 (a1, a2) 周围邻域上的偏移的函数值近似 (a1 + u, a2 + v)。我们设 x1 = a1 + tu，x2 = a2 + tv。（我在

最后一章给出了构造辅助函数的原理性说明。）

Φ(t) = f(a1 + tu, a2 + tv) (0 ≤ t ≤ 1) (二.16)

把 Φ 在 t = 0 展开（其实就是在 (a1, a2) 点展开），去近似 t = 1 上的值：

Φ(t) = Φ(0) +
Φ′(0)

1!
t+

Φ′′(0)

2!
t2 + ...+

Φn(0)

n!
tn +

Φn+1(θt)

(n+ 1)!
tn+1 (0 < θ < 1) (二.17)

Φ(1) = Φ(0) +
Φ′(0)

1!
+

Φ′′(0)

2!
+ ...+

Φn(0)

n!
+

Φn+1(θ)

(n+ 1)!
(二.18)

根据链式法则：

df

dt
=

∂f

∂x1

dx1

dt
+

∂f

∂x2

dx2

dt
(二.19)

ϕ′(t) =
df(a1 + tu, a2 + tv)

dt
= u

∂f

∂x1

+ v
∂f

∂x2

(二.20)

ϕ′(0) = u
∂f

∂x1

(a1, a2) + v
∂f

∂x2

(a1, a2) (二.21)

ϕ′′(t) =
d
(
u ∂f

∂x1
+ v ∂f

∂x2

)
dt

(二.22)

= u2 ∂
2f

∂x2
1

+ uv
∂2f

∂x1∂x2

+ uv
∂2f

∂x2∂x1

+ v2
∂2f

∂x2
2

(二.23)

ϕ′′(0) = ... (二.24)

我们令 t = 1，u = x1 − a1，v = x2 − a2，就能得到前面的二元函数泰勒公式形式:

Φ(1) = Φ(t) = f(x1, x2)((x1,x2)near (a1,a2)) (二.25)

= f(a1, a2) (二.26)

+

(
(x1 − a1)

∂f

∂x1

(a1, a2) + (x2 − a2)
∂f

∂x2

(a1, a2)

)
(二.27)

+
1

2!

(
(x1 − a1)

2 ∂
2f

∂x2
1

+ (x1 − a1)(x2 − a2)
∂2f

∂x1∂x2

(二.28)

+ (x1 − a1)(x2 − a2)
∂2f

∂x2∂x1

+ (x2 − a2)
2 ∂

2f

∂x2
2

)
+ ... (二.29)

我们还可以写为矩阵向量形式，设:

x =

[
x1

x2

]
a =

[
a1

a2

]
(二.30)

则矩阵向量形式为：

f(x) ≈ f(a) +∇f(a) · (x− a) +
1

2
(x− a)TH(a)(x− a) (二.31)
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其中 H 为海森（Hessian）矩阵：

H =

[
∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y∂x

∂2f
∂y2

]
(二.32)

三 泰勒公式拟合邻域点函数值

我们已经有了 f(x1, x2)((x1,x2)near (a1,a2)) 的表示方法，如果我们要求某点 (a1 +∆a1, a2 +∆a2) 处的

函数值，则我们需要计算：

f(a1 +∆a1, a2 +∆a2) (三.1)

= f(a1, a2) (三.2)

+

(
∆a1

∂f

∂x1

(a1, a2) + ∆a2
∂f

∂x2

(a1, a2)

)
(三.3)

+
1

2!

(
(∆a1)

2 ∂f

∂x2
1

+∆a1∆a2
∂f

∂x1∂x2

(三.4)

+∆a1∆a2
∂f

∂x2∂x1

+ (∆a2)
2 ∂f

∂x2
2

)
+ ... (三.5)

其实很多书上的公式都是表示为上面的形式。

四 多元函数泰勒公式

其实掌握了二元函数泰勒公式以后，多元变量就很好扩展了，只是需要一定的方法来方便表示。

我们令： (
∆a1

∂f

∂x1

(a1, a2) + ∆a2
∂f

∂x2

(a1, a2)

)2

(四.1)

=

(
(∆a1)

2 ∂f

∂x2
1

+∆a1∆a2
∂f

∂x1∂x2

(四.2)

+∆a1∆a2
∂f

∂x2∂x1

+ (∆a2)
2 ∂f

∂x2
2

)
(四.3)

因此多元函数泰勒展开就很容易写为：

f(x1, x2, ..., xn) = f(a1 +∆a1, a2 +∆a2, ..., an +∆an) (四.4)

= f(a1, a2, ..., an) (四.5)

+
1

1!

(
∆a1

∂f

∂x1

+∆a2
∂f

∂x2

+ ...+∆an
∂f

∂xn

)
(a1, a2, ..., an) (四.6)

+
1

2!

(
∆a1

∂f

∂x1

+∆a2
∂f

∂x2

+ ...+∆an
∂f

∂xn

)2

(a1, a2, ..., an) (四.7)

+ ... (四.8)

+
1

n!

(
∆a1

∂f

∂x1

+∆a2
∂f

∂x2

+ ...+∆an
∂f

∂xn

)n

(a1, a2, ..., an) (四.9)

当然也可以写为累加和的形式：

f(x1, x2, ..., xn) = f(a1 +∆a1, a2 +∆a2, ..., an +∆an) (四.10)

= f(a1, a2, ..., an) +

n∑
i=1

∂f

∂xi

(xi − ai) +
1

2!

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj

(xi − ai)(xj − aj) (四.11)

+
1

3!

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

∂3f

∂xi∂xj∂xk

(xi − ai)(xj − aj)(xk − ak) + ... (四.12)
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以及描述为向量的形式：

f(x) =
∑
l≥0

(x− a)l

l!
(∂lf)(a) (四.13)

最终其实可以描述为矩阵向量的形式，来近似到二阶，很多时候二阶近似就已经完全够用了，海森矩

阵描述如下：

H =


∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1∂x2

... ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2
... ∂2f

∂x2∂xn

. . . .
∂2f

∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

... ∂2f
∂x2

n

 (四.14)

二元函数的辅助函数

函数 f(x1, x2) 在开区域 R 中有二阶连续偏导，其中 P1(a1, a2) 是该区域的一个点，我们在开区域中

任选另一个点 P2(a1 + u, a2 + v)，并且我们设 u 和 v 足够小，来保证从 P1 沿直线运动到 P2 的路径仍然

在开区域中：

则描述从 P1 到 P2 的运动轨迹的参数方程为 (a1 + t · u, a2 + t · v)，
因此定义参数方程 F (t) = f(a1 + t · u, a2 + t · v)，我们知道当 u 和 v 变化时，P2 可以表示开区域附

近邻域上的任意一个点。因为 f(a1 + t · u, a2 + t · v) 中，x1 = a1 + t · u，x2 = a2 + t · v，因此其实对 t 求

导就可以应用链式法则。

同理，因为 t 在 [0, 1] 之间是连续的，所以我们可以对 F 在 t = 0 进行泰勒展开（其实就是在 (a1, a2)

点展开），令 t = 1 就能得到：

F (1) = F (0) +
F ′(0)

1!
+

F ′′(0)

2!
+ ... (四.15)

换句话说，f(a1 + u, a2 + v) 就等于 F (1)，也就是说可以用上面的公式来进行近似。因此，只要当 u

和 v 任意取值时，我们就能得到 R 上 P1(a1, a2) 点附近函数值所有的近似值了！

现在，我们重新令变量 x1 = u+a1，x2 = v+a2，这样代入到上式，我们就能得到 f(x1, x2)在 (a1, a2)

处的泰勒展开。
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