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一 矩阵的 LU 分解引入

一个矩阵可以由其他多个矩阵相乘得到，我们把一个矩阵化解为多个矩阵相乘，称为矩阵的分解，例

如三角分解，Jordan 分解、奇异值分解等，以及我们要讲的矩阵的 LU 分解，它将矩阵分解为一个单位下
三角 L 矩阵和上三角 U 矩阵：

L =


1 0 0 0

∗ 1 0 0

∗ ∗ 1 0

∗ ∗ ∗ 1

 U =


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗

 (一.1)

LU 分解在求逆矩阵、计算行列式以及解线性方程中都有很重要的作用。
矩阵的 LU 分解的过程其实很简单，我们先找一系列的初等变换矩阵，将矩阵 A 变换为 U 矩阵，之

后再把那些初等变换的逆相乘，得到 L 矩阵：

Em × ...× E2 × E1 ×A = U (一.2)

L = E−1
1 × E−1

2 × ...× E−1
m (一.3)

A = LU (一.4)

因为 LU 分解得到的是上三角和下三角矩阵，也就是说矩阵 A 应该是满秩的矩阵。而且对于每个消

元矩阵 E−1
i ，不能出现两行互换的作用矩阵，我举个例子，假如我们有一个矩阵 A：

A =

1 3 6

0 −2 3

1 3 2

 (一.5)
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然后我们对其进行包含了行交换操作的变换：

E2E1A =

0 0 1

0 1 0

1 0 0


1 0 −1

0 1 0

0 0 1

A (一.6)

=

0 0 1

0 1 0

1 0 0


0 0 4

0 −2 3

1 3 2

 =

1 3 2

0 −2 3

0 0 4

 (一.7)

这样我们就得到了一个上三角矩阵，我们使用的变换矩阵 E2 交换了第一行和第三行。

但我们得到的 E−1
1 E−1

2 为：

E−1
1 E−1

2 =

1 0 1

0 1 0

1 0 0


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 =

1 0 1

0 1 0

1 0 0

 (一.8)

并没有得到单位下三角矩阵。

但如果我们换种变换方式，不进行行列交换来得到上三角矩阵：

E1A =

 1 0 0

0 1 0

−1 0 1

A =

1 3 6

0 −2 3

0 0 −4

 (一.9)

L = E−1
1 =

1 0 0

0 1 0

1 0 1

 (一.10)

二 LU 分解的步骤

现在步骤已经很明确了：首先先经过变换使得第一行的第一个元素不为 0（如果矩阵 A 第一行第一个

元素为 0，就让其加上或者减去别的第一个元素不为 0 的行），例如：

A =

0 2 1

1 6 4

3 2 2

 =⇒ E1A =

1 8 5

1 6 4

3 2 2

 (二.1)

就是将第二行加到第一行上得到的第一行第一个元素不为 0 的矩阵。
然后再经过变换，使用第一行去把其他行的第一个元素都消除为 0。

E1A =

1 8 5

1 6 4

3 2 2

 =⇒ E2AE1A

1 8 5

0 −2 −1

0 −22 −13

 (二.2)

之后我们再保证第二行的第二个元素是大于 0的，并用第二行去把第三行到最后一行的第二个元素都
消为 0。
以此类推，直到最终得到上三角矩阵即可。我们记录每次变换的逆变换，然后将逆变换相乘，即可得

到最终的值。

三 矩阵 LU 分解的意义

我们在求方程组时，可以把方程组写为矩阵的形式：

AX = b =⇒ X = A−1b (三.1)

LUx = b =⇒ L(Ux) = b (三.2)

Ux = Y (三.3)
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LU 分解的过程计算复杂度为 O(0.5 · n3)，求 L(Y ) = b 中的 Y 的计算复杂度为 O(n2)，求 UX =

Y 中的 X 的计算复杂度为 O(n2)，也就是总共 O(0.5 · n3) + 2O(n2)，而直接求矩阵的逆的复杂度为

O(2 · n3) +O(n2)，当矩阵阶数 n 非常大的时候，LU 分解比矩阵求逆就快了很多。
而对于高斯消元法，需要使用增广矩阵（见《矩阵与方程组的解》），每次 b 更新的时候就得重新计

算。LU 分解中的 L−1 可以直接在生成 L 矩阵时计算出来并保存（对于单位下三角矩阵求逆也很容易）；

且 U 矩阵因为是上三角矩阵，所以不需要求逆来解 UX = Y 中的 X，因此只需要保存矩阵 U 即可，然

后就可以重复利用这些结果了。

L = E−1
1 E−1

2 ...E−1
m (三.4)

L−1 =
(
E−1

1 E−1
2 ...E−1

m

)−1

= Em...E2E1 (三.5)

注意高斯消元过程其实也是将矩阵变换为上三角矩阵的过程：[A, b] −→ [U, b′]，只是需要处理增广矩

阵比较麻烦（其实也可以记录 A 生成 U 的变换矩阵 E′，然后将 E′ 作用到 b 上得到 b′）。
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