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一 函数对向量的偏导

我们可以把一个向量简单理解为多元变量：

xT =
[
x1 x2 x3 ... xn

]
(一.1)

现在我们有一个函数，它的输入变量是该向量，则函数对该向量的导数其实就是对多元变量的偏导：

∂f(x)

∂xT
=

[
∂f(x)
∂x1

∂f(x)
∂x2

... ∂f(x)
∂xn

]
(一.2)

而输入向量的函数也可以理解为是一个多元函数，每个向量分量都是函数中的一元，这样求导以后的

结果其实就是多元函数偏导数，构成一个向量。这个多元偏导构成的向量其实对于向量 x 来说就是一个

函数组了，因此，函数对向量的二阶导其实就是一个函数组对向量再求一次导数。

矩阵也可以理解为一个函数组，即一个矩阵包含了多个函数。我们假设有一个矩阵 A 作用于向量 x：

f(x) =



a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

am,1 am,2 . . . am,n





x1

x2

.

.

.

xn


(一.3)
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该矩阵作用于向量后生成另一个向量，我们可以看到：

Ax =



a1,1x1 + a1,2x2 + ...+ a1,nxn

a2,1x1 + a2,2x2 + ...+ a2,nxn

.

.

.

am,1x1 + am,2x2 + ...+ am,nxn


(一.4)

需要注意的是，Ax 其实是一个向量，对于 x 来说，也是一个函数组（单值向量函数求导以后也是一

个函数组）。

我们首先先看向量 x 其中一个元素的偏导：

∂Ax

∂xi

=



∂Ax1

∂xi
: a1,i

∂Ax2

∂xi
: a2,i

.

.

.
∂Axm

∂xi
: am,i


(一.5)

之后整个求导以后的偏导我们可以构成一个向量为：

∂Ax

∂x
= [

∂Ax

∂x1

,
∂Ax

∂x2

, ...,
∂Ax

∂xn

] (一.6)

=
[
[a1,1, a2,1, ..., am,1]

T , [a1,2, a2,2, ..., am,2]
T , ......, [an,1, an,2, ..., an,m]T

]
(一.7)

那么现在有个问题，求导以后为什么要这么表示？或者更进一步，求导以后为什么构造成这样一个矩

阵？为什么不能是一个 m× n 维的向量？其实，这只是一种表示形式罢了。

其实这个问题并没有那么直观，首先我们需要明白的是，微分是一种线性操作（满足线性运算的基本

性质），矩阵是线性运算的一种表示形式，也就是说我们是可以将对向量的导数描述为一个矩阵。

我们把输出向量 Ax 定义为 f = [f1, f2, ..., fm]，然后定义矩阵 f ′：

f ′ =
[

∂f
∂x1

∂f
∂x2

... ∂f
∂xn

]
(一.8)

=



∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
fm
∂x1

∂fm
∂x2

. . . ∂fm
∂xn


(一.9)

以上介绍的形式为行向量形式，至于表示成什么形式，其实也只是为了方便计算罢了。而一般我们会

将偏导写为列向量的形式，这个时候称为梯度算子：

∇Ax
x =

[∂Ax

∂x

]T
= [

∂Ax

∂x1

,
∂Ax

∂x2

, ...,
∂Ax

∂xn

]T (一.10)

=


[a1,1, a2,1, ..., am,1]

[a1,2, a2,2, ..., am,2]

......

[an,1, an,2, ..., an,m]

 = AT (一.11)

我们下一节用两个例子来描述。
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二 两个偏导求解的例子

示例 1

定义：

f(x) = xTAx (二.1)

首先我们需要明确的是，能这么计算的矩阵 A 是一个方阵。

我们写出来 f 的结果：

f(x) = a1,1x1x1 + a1,2x1x2 + ...+ a1,nx1xn (二.2)

+ a2,1x2x1 + a2,2x2x2 + ...+ a2,nx2xn (二.3)

+ ...... (二.4)

+ an,1xnx1 + an,2xnx2 + ...+ an,nxnxn (二.5)

=

n∑
j=1

n∑
k=1

aj,kxjxk (二.6)

因此，导数可以计算为：

[
∂f(x)

∂x

]
i

=

[∂(∑n

j=1

∑n

k=1 aj,kxjxk

)
∂xi

]
i

=

n∑
j=1

xjaj,i +

n∑
k=1

xkai,k (二.7)

插入内容：导数计算

说一下这种
∑
形式怎么计算导数。 ( n∑

j=1

n∑
k=1

aj,kxjxk

)
(二.8)

首先令 j = i，得到
∑n

k=1 ai,kxixk，对 xi 求导可得
∑n

k=1 xkai,k，然后令 k = i，计算方法同理。

导数计算结束

现在怎么表示它是你的自由，我们可以把它表示为一个向量（上式只表示了其中一个元素的值），因

此我们将该向量可以写为（我们第三章再讲解具体原因）：(
AT +A

)
x (二.9)

注意我们这么写的时候，在参与运算中要与其他的表示方法一致，我们见下例。

示例 2

我们看一下最小二乘法中的误差描述（暂时不用管这是怎么来的），向量表示为上加箭头 −→x：

e =
(−→x ∗TATA−→x ∗ − 2−→x ∗TAT−→b +

−→
b

T−→
b
)

(二.10)

我们需要 e 对 −→x ∗ 进行求导，让导数为 0 时则说明达到了极值点：
∂

∂−→x ∗ e = 0 (二.11)

因为
−→
b 是一个无关 −→x ∗ 的向量，我们可以不管后面这一项，只研究前面两项的求导。

设 A 是 m 行 n 列的矩阵。由此我们知道 −→x ∗ 是 n 维向量，ATA 是 n 行 n 列的矩阵。
可以计算得到：

ATA =


∑m

i=1 ai,1ai,1
∑m

i=1 ai,1ai,2 ...
∑m

i=1 ai,1ai,n∑m

i=1 ai,2ai,1
∑m

i=1 ai,2ai,2 ...
∑m

i=1 ai,2ai,n

... ... ... ...∑m

i=1 ai,nai,1
∑m

i=1 ai,nai,2 ...
∑m

i=1 ai,nai,n

 (二.12)
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ATA−→x ∗ =


∑m

i=1 ai,1ai,1x
∗
1 +

∑m

i=1 ai,1ai,2x
∗
2 + ...+

∑m

i=1 ai,1ai,nx
∗
n∑m

i=1 ai,2ai,1x
∗
1 +

∑m

i=1 ai,2ai,2x
∗
2 + ...+

∑m

i=1 ai,2ai,nx
∗
n

...∑m

i=1 ai,nai,1x
∗
1 +

∑m

i=1 ai,nai,2x
∗
2 + ...+

∑m

i=1 ai,nai,nx
∗
n

 (二.13)

=


∑n

j=1

∑m

i=1 ai,1ai,jx
∗
j∑n

j=1

∑m

i=1 ai,2ai,jx
∗
j

...∑n

j=1

∑m

i=1 ai,nai,jx
∗
j

 (二.14)

进一步：

−→x ∗TATA−→x ∗ =
[∑n

k=1 x
∗
k

∑n

j=1

∑m

i=1 ai,kai,jx
∗
j

]
(二.15)

然后再求导就好了，但是这样太麻烦。我们把 ATA 当成一个整体。因为我们知道
(
ATA

)T
= ATA，

所以其实我们可以这么来求：

∂−→x ∗T
(
ATA

)−→x ∗

∂−→x ∗

((
ATA

)T
+ATA

)−→x ∗ = 2ATA−→x ∗ (二.16)

对于第二部分，我们把 AT−→b 作为一个整体，这是一个 n 维向量，我们设为 −→
C。

−→x ∗TAb =
[
x∗
1C1 + x∗

2C2 + ...+ x∗
nCn

]
(二.17)

求导以后要写为列向量的形式，才能与上面的结果一致，因此就可以表示为：2AT−→b。最终我们得到
导数为：

∂

∂−→x ∗ e = 2AT
(
A−→x ∗ −

−→
b
)

(二.18)

三 关于表示形式的解析

现在有了一个新的问题：xTA 和 Ax 进行求导（假设 A 是一个 n 维方阵）应该得到同样的结果吗？
答案肯定是否定的。

对向量求偏导以后的行向量矩阵形式应该满足的格式为：

∂f(x)

∂xT
=

[
∂f(x)
∂x1

∂f(x)
∂x2

... ∂f(x)
∂xn

]
(三.1)

其中，∂f(x)
∂xi

是根据 f(x) 是列向量推断出它也是一个列向量。也就是说，无论函数 f(x) 长什么样，

最后都应该这么排列。因此第二章的示例 1：[
∂f(x)

∂x

]
i

=

n∑
j=1

xjaj,i +

n∑
k=1

xkai,k (三.2)

显然这里的列向量 ∂f(x)
∂xi
是 1维向量，整个 ∂f(x)

∂x
可以写为 x(A+AT )，转换为梯度偏导即为 (AT+A)x。

因此，对于 xTA 求导以后的行向量矩阵形式中，设 x 是 m 维向量，A 是 m× n 维矩阵，∂f(x)
∂xi

是一

个行向量，因此 ∂f(x)
∂x
就是一个 1 行 mn 列的矩阵，转换为梯度偏导后为 mn 行 1 列的矩阵。

对于 Ax 则如第一章所述，这里就不再赘述了。也就是说，我们在运算（比如最小二乘求导）的时候，

一定要统一形式，要么都表示成行向量形式，要么都表示成列向量形式。
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