
参数点估计与最大似然估计
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2021 年 7 月 16 日

DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。

20210718：完成第一版。暂时预留了两个疑问，有效性证明中我用了两种方法，但一种方式是错的，我
没有列出错误方法和错误原因；相合性中的证明我认为资料中的证明方法有些冗杂，故暂时不贴出。
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一 参数估计

很多时候，我们已经知道总体的样本分布形式，但我们并不知道其中的一些参数。比如我们知道人的

身高分布呈现某种正态分布，但我们不知道其方差和均值。

参数估计就是利用一些样本来去估计总体（见 DezemingFamily 的《样本估计》）的参数，比如我们
想估计某个参数 θ，我们设 Θ 是参数空间，也就是 θ 能够取的所有值的集合。参数点估计就是根据样本

X1, X2, ..., Xn 来估计 θ 的值。

点估计一般常用矩估计法和最大似然估计法。

二 矩估计法

所谓矩估计，就是使用样本的 k 阶原点矩来作为总体 k 阶原点矩，从而估计未知参数。
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例如我们使用矩估计来估计方差，我们先得到样本期望和样本方差（见 DezemingFamily 的《样本估
计》）：

µ = E(X) =
1

n

n∑
i=1

Xi (二.1)

µ2 + σ2 = E(X2) =
1

n

∞∑
i=1

X2
i =

1

n

∞∑
i=1

(Xi −X)2 +X
2
=

n− 1

n
S2 +X

2 (二.2)

得到方差的估计为：

σ̂2 =
n− 1

n
S2 (二.3)

注意：

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2 (二.4)

可以看到，矩估计方差其实就是“使用样本作为总体”来估计总体方差。

三 最大似然估计法

同矩估计一样，我们已经有了一些样本数据，我们也知道总体的分布规律，但是有些参数并不知道，

我们希望用这些样本来去估计总体分布的这些参数（在后面的例题有更直观的认识）。

最大似然估计的思路可以描述如下：

• 确定需要估计的参数 θ = (θ1, θ2, ..., θm)，设参数空间为 Θ。

• 确定样本集的 n 个样本，设样本为 x1, x2, ..., xn。

• 在参数空间 Θ 中确定一个 θ̂，使得出现样本观测结果 X1 = x1, X2 = x2, ..., Xn = xn 的概率 L(θ) 最

大。

我们称 L(θ) 为样本的似然函数。

因为样本之间都是独立的，对于离散随机变量而言：

L(θ) = P (X1 = x1, X2 = x2, ..., Xn = xn) (三.1)

=

n∏
i=1

P (Xi = xi) =

n∏
i=1

p(xi, θ) (三.2)

对于连续随机变量而言，设在某参数 θ 下的概率密度函数为 f(x, θ)，因为恰好落在某一值的概率为

0，因此我们考察的是样本 Xi 落在 xi < Xi < xi + dxi，的概率，这个概率近似等于 f(xi, θ)，因此 L(θ)

就可以表示为：

L(θ) = P (x1 < X1 < x1 + dx1, x2 < X2 < x2 + dx2, ..., xn < Xn < xn + dxn) (三.3)

=

n∏
i=1

f(xi, θ) (三.4)

我们对似然函数求导时，为了求导方便（后面示例会看到）会直接使用对数似然函数，即 lnL(θ)，它

们在同一个 θ 上达到最大值。当参数 θ 有多个时，就会构建最大似然方程组：

∂ lnL(θ)

∂θi
= 0 i = 1, 2, ...,m (三.5)

确认极值点以后，还要确定这个极值点是否是函数最大值点。
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四 最大似然估计示例

4 1 示例一：分别使用矩估计和最大似然估计

设总体的概率密度为:

f(x) =

(θ + 1)xθ, 0 < x < 1

0, otherwise
(四.1)

其中，θ > −1，X1, X2, ..., Xn 是一组样本。

矩估计求 θ

如果计算一下 F (x) 就可以知道无论 θ 取值如何，F (1) 的值都是 1，因此说明这是个合理的概率密度
函数。首先计算期望：

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx =

∫ 1

0

x(θ + 1)xθdx =
θ + 1

θ + 2
(四.2)

期望的矩估计为 1
n

∑n

i=1 xi = X，因此可以得到矩估计量：

θ + 1

θ + 2
= X (四.3)

求解得到 θ 值即可。

最大似然估计求 θ

L(θ) 的计算：

L(θ) =

n∏
i=1

[(θ + 1)Xθ
i ] = (θ + 1)n

( n∏
i=1

Xi

)θ (四.4)

两边同取对数，并求导：

lnL(θ) = n ln(θ + 1) + θ

n∑
i=1

lnXi (四.5)

d lnL(θ)

dθ
=

n

θ + 1
+

n∑
i=1

lnXi = 0 (四.6)

解得：

θ̂ = − n∑n

i=1 lnXi

− 1 (四.7)

d2 lnL(θ)

dθ2

∣∣∣∣∣
θ=θ̂

= −

(∑n

i=1 lnXi

)2

n
< 0 (四.8)

由上可知，lnL(θ) 在 θ̂ 处取得最大值，因此 θ̂ 是 θ 的最大似然估计。我们可以看到，在这个例子中，

最大似然估计和矩估计量并不一样。

4 2 示例二：正态分布最大似然估计

设总体服从正态分布：

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 (四.9)

其中 µ 和 σ2 都是未知参数，我们有一组观测值 X1, X2, ..., Xn，求最大似然估计。

首先先求出似然函数以及对数函数：

L(µ, σ2) =

n∏
i=1

1√
2πσ

e−
(Xi−µ)2

2σ2 (四.10)

lnL(µ, σ2) = −n

2
ln(2π)− n

2
ln(σ2)− 1

2σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2 (四.11)
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然后分别对两个参数求导数：

∂ lnL(µ, σ2)

∂µ
=

∑n

i=1(Xi − µ)

σ2
= 0 (四.12)

∂ lnL(µ, σ2)

∂σ2
= − n

2σ2
+

∑n

i=1(Xi − µ)2

2σ4
= 0 (四.13)

解得：

µ̂ = X (四.14)

σ̂2 =
n− 1

n
S2 (四.15)

五 估计量的优劣评价

我们使用不同的估计方法就可以得到不同的参数估计值，但是如何评估我们估计的好坏呢？

5 1 无偏性

我们计算一下期望的期望值：

E(µ̂) = E(X) = µ (五.1)

说明期望的估计是总体期望的无偏估计。

我们再计算一下前面正态分布估计方差的估计式的期望（在《样本估计》中推导过，这里给出更简单

的推导过程）：

E(σ̂2) = E(
n− 1

n
S2) = E[

1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2] (五.2)

=
1

n

n∑
i=1

E(X2
i )− E(X

2
) (五.3)

=
1

n

n∑
i=1

(µ2 + σ2)− (µ2 +
σ2

n
) =

n− 1

n
σ2 (五.4)

关于上面 E(X
2
) 的计算方法，可以用 V ar(X) + E(X)2 来得到，V ar(X) 的计算方式可以参考《样

本估计》。

可以看到，最大似然估计来得到的方差并不是实际的总体方差，但是当样本量 n 趋近于无穷的时候，

最大似然估计得到的估计值就会与总体方差相同，因此这个估计叫做有偏估计中的渐进无偏估计。

注意，只要总体均值存在，样本均值就是总体均值的无偏估计；总体方差存在，则样本方差就是总体

方差的无偏估计。关于样本均值和样本方差的计算方法可以参考《样本估计》。

5 2 有效性

无偏性只是基本要求，但其实只要对任意常数 a1, a2, ..., an 满足
∑n

i=1 ai = 1，则就能得到
∑n

i=1 aiXi

是总体均值的无偏估计，但是这样很明显不准确。

当我们需要估计一个量 θ 时，我们得到了两个无偏估计 θ1 和 θ2，我们计算这两个估计方法的方差

D(θ1) 和 D(θ2)，方差小的，则认为其有效性更好（详细解释一下，我们选用不同的估计方法得到无偏估

计，但某种方法估计的方差比较大，也就是说我每次取不同的样本估计 100 次，估计结果更发散，则说明
估计效果并不会很好）。
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我们以上面的均值为例，E(
∑n

i=1 aiXi) = µ：

D(θ) = E(

n∑
i=1

aiXi − µ)2 (五.5)

=
1

n2
E(na1X1 − na1µ+ na2X2 − na2µ+ ...+ nanXn − nanµ)

2 (五.6)

=
1

n2
E(na1(X1 − µ) + na2(X2 − µ) + ...+ nan(Xn − µ))2 (五.7)

=
1

n2
E(

n∑
i=1

n2a2i (Xi − µ)2 +
∑
i ̸=j

n2aiaj(Xi − µ)(Xj − µ)) (五.8)

因为样本之间是独立的，所以协方差为 0，即 E((Xi − µ)(Xj − µ)) = 0，也就是说上式可以化简为：

D(θ) =
1

n2
E(

n∑
i=1

n2a2i (Xi − µ)2) (五.9)

=

n∑
i=1

a2iE((Xi − µ)2) (五.10)

=

n∑
i=1

a2iD(X) (五.11)

这里的 ai 越平均，得到的平方和就越小，我这里给出一个不完美的简单理解性证明：我们假设只有

两个样本，权重分别设为 (0.1, 0.9) 以及 (0.5, 0.5)，那么得到结果：

0.1 ∗ 0.1 + 0.9 ∗ 0.9 = 0.82 (五.12)

0.5 ∗ 0.5 + 0.5 ∗ 0.5 = 0.5 (五.13)

也就是说，ai =
1
n
时会得到最有效的总体均值无偏估计。

5 3 相合性（一致性）

若某组参数估计 θ̂ = (θ1, ..., θm) 是参数 θ 的一致性估计，则对于任意 ϵ > 0，都有：

lim
n→∞

P (|θ̂ − θ| ≥ ϵ) = 0 (五.14)

其实就是随着样本量逐渐增加，估计值和真实值越来越接近，而且可以证明得到，若 limn→∞ E(θ̂) = θ，

limn→∞ D(θ̂) = 0，则 θ̂ 是 θ 的一致性估计。
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