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一 样本与总体的关系

当我们需要调查一些统计数据时，比如调查某省大学生平均身高，我们就设该省所有大学生的身高数

据为一个总体，用随机变量 X 来表示。当我们想同时调查平均身高和平均体重，我们就把这个总体设为
二维总体。

如果我们要统计 2020 年该省所有大学生的平均体重，因为当年大学生数量是有限的，所以这个总体
叫做有限总体。但我们如果要统计不限时间年份的该省大学生平均体重，则这个总体就是无限的，因为随

着时间增长，会有源源不断的新生成为大学生。

我们在计算一些统计量时，有时候不可能将全部数据都进行统计，比如统计大学生手上的细菌量，这

个时候就需要抽出一些样本来进行统计。样本的个体数目称为样本容量，比如抽取 1000 个大学生，样本
容量就是 1000。
众周所知，我们抽取的样本需要有一定的独立性和代表性，就拿统计大学生体能为例：样本代表性是

指，我们不能全都抽取体育学院的学生代表全体大学生，他们的体能肯定比一般大学生要高，因此，样本

的分布需要代表总体的分布，比如总体学生中体育生占百分之五，那么样本中体育生最好比例也是百分之

五；同理，样本之间需要相互独立，也就是说，我们不能抽取具有很大相关性的人，比如我们抽取了一个

体育学院的学生之后，如果我们再从该学生认识的同学范围内进行抽取，则就有很大可能再抽取到另一个

体育学院的学生，从而丧失了独立性。

本节讲述的东西都比较简单，但是也希望各位能够好好理解。我们下一节开始从数学的角度对样本和

总体的统计特性进行介绍。
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二 样本统计特性

样本均值

样本均值的计算：

X =
1

n

n∑
i=1

Xi (二.1)

方差与样本方差

样本方差的计算和统计总体数据的方差有些区别。我们先不考虑样本与总体的关系，我们假设总体是

n 个数据，设每个数据表示为 a，我们要统计这些数据的方差，那么首先我们先计算出这些数据的均值 a，

然后计算方差：

σ2 =
1

n

n∑
i=1

(ai − a)2 (二.2)

但现在我们的目标不同了，我们有总体 m 个数据，甚至是无穷个数据，然后我们从中抽取了 n 个数

据为样本，记每个数据为 X。我们首先要明确自己的目标，我们计算样本方差的意义在于通过样本方差来

估计总体的方差，也就是说，我们需要让样本方差 S2 的期望与总体方差 σ2 相同，即：

E(S2) = σ2 (二.3)

我们先给出结论，用于估计整体方差的样本方差计算公式为：

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2 (二.4)

我们可以看到，前面的系数不再是 1
n
了，而是 1

n−1
，但当样本量 n越来越大时， 1

n−1
会逐渐趋近于 1

n
。

其实从直觉上去理解，我们也能感受到，当样本量少的时候，直接除以 n 来估计的方差会比涉及所有

样本时的方差小。我们实际推导一下，首先设：

S2
1 =

1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 (二.5)

E(S2
1) =

1

n

n∑
i=1

E
(
(Xi −X)2

)
(二.6)

我们尝试分解化简一下方差的期望：

E(S2
1) =

1

n
E
( n∑

i=1

(Xi − µ+ µ−X)2
)

(二.7)

=
1

n
E
( n∑

i=1

(
(Xi − µ)2 + 2(Xi − µ)(µ−X) + (µ−X)2

))
(二.8)

=
1

n
E
( n∑

i=1

(Xi − µ)2 − 2

n∑
i=1

(Xi − µ)(X − µ) + n(µ−X)2
)

(二.9)

=
1

n
E
( n∑

i=1

(Xi − µ)2 − 2n(X − µ)(X − µ) + n(X − µ)2
)

(二.10)

=
1

n
E
( n∑

i=1

(Xi − µ)2 − n(X − µ)2
)

(二.11)

=
1

n

( n∑
i=1

E
(
(Xi − µ)2

)
− nE

(
(X − µ)2

))
(二.12)
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因为 E
(
(Xi − µ)2

)
其实就是方差（而且是总体方差，因为 Xi 是随机的）；E

(
(X − µ)2

)
是样本均值

的方差（后面马上会介绍），即总体方差除以 n。因此上式可以继续化简：

E(S2
1) =

1

n

(
nV ar(X)− nV ar(X)

)
(二.13)

= V ar(X)− V ar(X) (二.14)

= σ2 − σ2

n
(二.15)

=
n− 1

n
σ2 (二.16)

因此这样的估计是有偏的，所以无偏的方差估计应该这么求：

S2 =
n

n− 1
× 1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 (二.17)

样本的中心矩

样本的 k 阶中心矩计算公式为：

Bk =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)k (二.18)

因此二阶中心矩就是：

B2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 (二.19)

根据上面的描述，它是总体方差的有偏估计。

样本均值的方差

样本均值的方差：

V ar(X) = E
(
(X − µ)2

)
(二.20)

= V ar(
1

n

n∑
i=1

Xi) (二.21)

=
1

n2
V ar(

n∑
i=1

Xi) (二.22)

=
1

n2

n∑
i=1

V ar(Xi) (二.23)

=
1

n2
nσ2 =

σ2

n
(二.24)
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