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笔者在本科保研之后，曾经因为兴趣，兼职过一段时间的家教，主要讲线性代数和概率论的内容。我

在讲解概率论和线代中，发现很多同学都不知道怎么去复习和掌握这些基本数学科目的纲要，导致复习也

遇到很多困难，因此我打算将大学本科的概率论知识（非数学类专业）的内容，用讲故事的方式进行一下

知识串讲和总结。

这本小册子只会有一章，将概率论作为一个整体，我相信在阅读了这本小册子以后，大家就能对概率

论到底讲了什么、应该怎么去学习有一个全面和深刻的认识，再去复习知识点也会变得得心应手。那么，

现在我们就开始讲述这个故事——概率论与数理统计。

一 概率论与数理统计

现在，让我们合上课本，思考一下，概率论究竟讲了些什么呢？

你抛一枚硬币，它会出现正面和反面；你投掷一个骰子，它正面朝上的数字可能有六种，这些，都是

最基本的概率知识了。

但是，现在情况变得复杂了，你已经投掷了一枚硬币，正面朝上，你再投掷一次，它正面朝上的概率

是多少呢？我们单独思考每一次的投掷，它出现正面朝上的概率都是 1
2
，但是，当你把两次投掷考虑为一

个整体，那么，就要将这两种情况都考虑进来，因此，条件概率产生了。条件概率是指，当我们得知已经

发生了某件事，我们想知道在这个前提下发生另一件事的概率。

伴随着条件概率，从而又出现了两个相对不好理解的公式——贝叶斯公式和全概率公式：当我们需要

求得已经发生某件事的前提下，发生另一件事的概率，那么我们就会需要这两个公式，比如你们班有 50
个人，其中 40 个人考试及格了，且 30 个人高于 80 分，那么如果你随机抽取一个人，那个人你知道他已
经及格了，那么他高于 80 分的概率是多少呢？这就可以用这些公式来进行计算。

有些事件并不是互相关联的，比如南极有只企鹅被海象吃掉这件事，跟你闺蜜考试不及格应该是没有

什么联系的。如果发生两件事之间互不影响，我们就认为这两件事互相独立，比如，投掷两次骰子，正面

朝上的数字都是 6 的可能性是 1
36
，它等于两次投掷分别出现 6 的概率相乘，即 1

6
× 1

6
。独立事件和条件概

率是比较难区分和容易混淆的情况，但其实多做几个题，就能很容易把它们的应用情景区分开。
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直到现在，我们还是在离散的场景中研究概率问题，但有些时候，有些数据并不是离散的，例如某地

区一年内降水量，恰好是 723 毫米的概率为 0，因为几乎不可能恰好就是这个值嘛！我们某次观察到的降
水量是 721.3 毫米，但降水量恰好是 721.3 毫米的概率却也是 0，这是因为对于连续分布的数据，我们无
法直接描述单独某一点的概率。

尽管无法描述在某一点的概率，但我们可以描述在某个区间的概率，比如，降水量在 700-720 毫米的
概率为 11%，我们逐步缩小这个区间，就像求导一样，就能得到概率密度函数 PDF，我们对 PDF 在某个
区间进行积分，得到的就是落在这个区间的概率，又叫做累积概率密度函数 CDF。连续的情况和离散的
情况并没有太大的不同，只是连续的情况可以引出很多典型的概率分布，例如高斯分布。

现在，当我们已经知道了什么是概率，什么是概率分布，我们就需要研究一些对应的数字特征，什么

特征呢？比如，我们统计了一个班的同学的身高，我们想知道自己算高的还是矮的，因此我们就通常求出

身高的平均数。在数理统计中，平均值有专业的名词描述，即期望。这里的期望也不止离散数据的期望，

对于连续数据，我们仍然可以求出期望，比如我们知道了降水量的分布规律，我们就可以求出降水量的期

望值。

除了期望，度量统计数据的是否更集中的量——方差也是很重要的数字特征，例如，你们班同学身高

的方差较小，说明大家身高都比较集中；较大则说明你们班有的人很高，有的人很矮，分布不那么集中。

有时候我们统计量不止有一个，会有多个，比如身高和体重，我们可以使用协方差来描述身高和体重

的分布关系，以及使用相关系数来描述身高和体重之间的联系。

我们有些时候并不能有足够的精力和能力去统计所有的数据，而只能抽取一些样本来进行估计。例如

要统计中国所有中学生的平均身高，我们可能会在每个省份抽取一些中学生，然后作为样本，来估计总体。

样本估计得到的期望值会随着样本数量的增加而越来越准确，这个“准确度”应该怎么去衡量呢？这就用

到了大数定律和中心极限定律，这两个理论告诉了我们，使用样本估计得到的期望值会满足什么规律。

样本不但能够来估计总体的期望，还能估计总体的方差。这些估计方法需要尽可能准确，如何保证尽

可能准确呢？我们希望估计的样本方差的期望值等于总体的方差，也就是说，我们随机检测 100 次，每次
抽取不同的随机独立样本，然后得到 100 个对总体方差的估计，我们希望这些估计的期望值等于总体方差
值，因此，就演化出了一些理论和方法。同理，样本协方差、相关系数也会被用来估计总体的协方差和相

关系数。

当我们有一些样本时，我们希望用样本来估计总体的一些参数，那么我们就需要进行参数估计，例如

当我们知道样本符合正态分布时，我们希望使用样本来估计正态分布的期望和方差，这就构成了参数点估

计。有些时候我们不需要那么精确的估计，而是希望有一个区间波动范围，因此就需要进行参数区间估计。

我们不能只进行估计，还需要判断这些估计方法的准确性，因此，一些估计效果的评价指标也需要考

虑，例如无偏性估计、有效性估计等。

概率论的进阶是随机过程，或者统计学习，简单的统计学习，例如线性回归分析，这些内容就稍微偏

向实际应用了，但万变不离其宗，它描述的也是总结样本规律，获得模型的过程。

至此，概率论的基础知识也就介绍完了。至于它的进阶内容，也总离不开方差、期望等基础概念。中

心极限定律、大数定律等内容也是我们常常会用到去证明其他估计器收敛性的重要方法。大家可以根据我

的讲解步骤，系统地体会和感受一下概率论这门学科，当你能够将这整个体系联系到一起的时候，你对概

率论的理解就会变得深刻。
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