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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
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一 相似对角化

矩阵的相似对角化就是，对于方阵 A，存在相似变换矩阵 P，使得 P−1AP = Λ，Λ 是对角矩阵。

我们变换一下公式：

P−1AP = Λ (一.1)

AP = PΛ (一.2)

设 P 的第 i 列的列向量为 Pi：

A
[
P1 P2 ... Pn

]
=

[
P1 P2 ... Pn

]

λ1

λ2

. . .

λn

 (一.3)

=
[
λ1P1 λ2P2 ... λnPn

]
(一.4)

也就是说，APi = λiPi，现在我们可以去联想一下矩阵的特征值和特征向量了，即 λi 为矩阵 A 的第

i 个特征值，Pi 为对应于 λi 的特征向量。

P 需要是一个可逆矩阵，也就是说 A 的特征向量需要是线性无关的，即，n 阶方阵 A 与对角矩阵相

似的充分必要条件是 A 有 n 个线性无关的特征向量。
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我们可以知道，矩阵要想可以与对角阵相似，它的相异特征值数量不一定等于阶数，例如我们已知某

个对角阵为：

Λ =

1 0 0

0 3 0

0 0 1

 (一.5)

我们随便找一个可逆矩阵 P，令 PΛP−1 = A，矩阵 A 的相似对角矩阵就是 Λ 了。

令 λ1, λ2, ..., λm 是矩阵 A 的互异特征值，重数分别为 r1, r2, ..., rm，且
∑m

i=1 ri = n。A 与对角矩阵

相似的充要条件为：

r(A− λiE) = n− ri, i = 1, 2, ...,m (一.6)

在《矩阵与方程组的解》中，(A− λiE)X = 0 的基础解系的个数为 n− ri。对于 APi = λiPi，可以得到

(A− λiE)Pi = 0，要想解出的 Pi 有 ri 个线性无关的向量，也就是说要满足上面对秩的条件。

我们解出的向量 Pi 顺序不唯一，因此矩阵 A 的相似对角阵也不唯一，对于多重特征值，可选的特征

向量不唯一，但对应的特征值是唯一的，所以说，当矩阵 A 确定了以后，如果不计顺序，对角阵 Λ 的对

角线上的值也都是确定的。

有的矩阵可能会有复数特征值和特征向量，而我们接下来介绍的矩阵的特征值将都是实数。

二 实对称矩阵相似对角化

所谓实对称矩阵 A，其元素 ai,j = aj,i。

2 1 性质一：特征值都是实数

实对称矩阵有一个很重要的性质，即特征值都是实数，证明如下：

对于任意特征值 λi 对应的特征向量 αi，首先取共轭：

Aαi = λiαi (二.1)

其中，A 表示对矩阵 A 的每个元素都取共轭，αi 表示对向量 αi 的每个元素都取共轭。

因为是实对称矩阵，因此上式的两端都取转置：

(Aαi)
T = (λiαi)

T (二.2)

(Aαi)
T = (λiαi)

T (二.3)

αT
i A

T = λiα
T
i =⇒ αT

i A = λiα
T
i (二.4)

两边同时右乘 αi：

αT
i Aαi = λiα

T
i αi (二.5)

λiα
T
i αi = λiα

T
i αi (二.6)

因为 αi 是非 0 向量，所以 αT
i αi ̸= 0，所以 λi = λi，因此这是一个实数。

2 2 性质二：相异特征值对应特征向量正交

设 i ̸= j，两个相异特征值 λi 和 λj 对应于特征向量 αi 和 αj，我们对其中一个取转置，就能推出：

(Aαi)
T = (λiαi)

T (二.7)

αT
i A

T = λiα
T
i = αT

i A (二.8)

αT
i Aαj = λiα

T
i αj (二.9)

λjα
T
i αj = λiα

T
i αj (二.10)

(λj − λi)α
T
i αj = 0 (二.11)

因为相异，所以 αT
i αj = 0，因此是正交的。
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2 3 性质三：k 重特征值对应 k 个特征向量

对于一般矩阵，k 重特征值不一定有 k 个线性无关的特征向量（如果所有多重特征值都有对应重数的
线性无关特征向量，则可以进行相似对角化），但实对称矩阵的 k 重特征值一定有 k 个线性无关的特征向
量。即实对称矩阵一定可以进行相似对角化。

这个性质的证明涉及线性空间和不变子空间等一些理论知识，我会在矩阵分析中进行更详细的介绍，

因此这里就不再证明了，但要注意的是这个性质非常重要！我们知道协方差矩阵（见 DezemingFamily 的
《协方差与相关系数》）就是实对称矩阵，也就是说可以进行相似对角化，且相异特征值对应的特征向量相

互正交。

2 4 正交相似对角化

对于 n 阶实对称矩阵，一定会有正交矩阵 Q（见 DezemingFamily 的《向量组和矩阵的正交性》），使
得：

Q−1AQ = QTAQ = Λ (二.12)

令 λ1, λ2, ..., λm 是实对称矩阵 A 的互异特征值，重数分别为 r1, r2, ..., rm，且
∑m

i=1 ri = n。对于相

异特征值，它们是相互正交的；对于 t 重特征值，对应的 t 个线性无关特征向量可以转化为单位正交向量，

因此它们就可以构成单位正交矩阵。

使用正交矩阵对实对称矩阵的对角化又叫正交相似对角化。
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