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一 雅可比矩阵的引入

在《函数对向量求导-通俗易懂的描述》中，我们已经介绍过了，我们将矩阵与向量相乘看做一个函数
组，然后求导再根据所需要的形式进行组合。

尽管，从泛函的角度可以推导出更多更有深度的内容，但当前我还是想从矩阵和函数组的形式去认识

一下雅克比矩阵。

首先回顾一下函数对向量求导构成的行向量形式矩阵：设函数组 f(x) = Ax，f 为方程组，A 为矩阵，

x 为向量。输出结果 Ax 定义为 f = [f1(x), f2(x), ..., fm(x)]，然后定义矩阵 f ′(x)：

f ′ =
[

∂f
∂x1

∂f
∂x2

... ∂f
∂xn

]
(一.1)

=



∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
fm
∂x1

∂fm
∂x2

. . . ∂fm
∂xn


(一.2)

该矩阵就是对向量求导得到的雅克比矩阵，但有时候我们希望对矩阵进行求导，研究求导对矩阵的作

用。
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二 矩阵函数的偏导

我们知道，微分是一种线性运算（大家不要以为只有类似初中学习的 y=kx+b 才能叫线性），也就是
满足交换律、结合律等一些线性性质的函数，而雅克比矩阵，就是微分的矩阵形式。

设矩阵函数 F (A) = BA = C，我们表示一下 B 和 A：

B =



b1,1 b1,2 ... b1,m

b2,1 b2,2 ... b2,m

. . ... .

. . ... .

. . ... .

bn,1 bn,2 ... bn,m


A =



a1,1 a1,2 ... a1,n

a2,1 a2,2 ... a2,n

. . ... .

. . ... .

. . ... .

am,1 am,2 ... am,n


(二.1)

我们得到的矩阵 C 表示为：

Ci,j = bi,1a1,j + bi,2a2,j + bi,3a3,j + ...+ bi,mam,j (二.2)

当 A 为自变量时，我们可以尝试把 dF (A) 偏微分进行排列，我们知道矩阵 F 得到的结果仍然是一

个矩阵，那么将 ∂C
∂Ai,j

进行排列以后（不管是按行的方式进行排列还是按列的方式进行排列），得到了一个

更大的矩阵。

据此，回想《函数对向量求导——通俗易懂的描述》我们可以更好的感受到，矩阵函数微分形式是为

了方便运算而构建的。

三 不同函数种类的描述

上面说的内容并没有进行统一的符号描述，为了后面更好的进行分析，这里我们统一一下符号。

我们设不加粗的函数 f 表示映射到标量的函数，设加粗小写的函数 f 为映射到向量的函数，设加粗

大写的函数 F 为映射到矩阵的函数。设 x 为 m 维向量，X 为 m× n 的矩阵。于是：

函数类型 变量为向量 变量为矩阵

f f : Rm → R f : Rm×n → R
f ∈ Rp f : Rm → Rp f : Rm×n → Rp

F ∈ Rp×q F : Rm → Rp×q F : Rm×n → Rp×q

我们设某个函数表示为 F，可以是任意种类的函数，例如 f、f 或 F。

最简单的情况就是向量函数，不管输出是什么，都比较容易进行排列。而最难的，则是矩阵函数。

3 1 向量函数

首先是向量函数，a = F(x)，x = [x1, x2, ..., xm]T 是列向量。我们不知道最后得到的 a 究竟是什么类

型的数据，它可能是一个标量数，可能是一个向量，甚至是一个矩阵，我们先不用在意它的形式，但我们

知道，如果 a 是标量，则 ∂F
∂xi
就是一个标量，如果 a 是一个向量，那么 ∂F

∂xi
就是同样维度的向量。

偏导算子变为行向量形式 xT 时，偏导表示为行向量偏导：

DF =
∂F
∂xT

=
[

∂F
∂x1

∂F
∂x2

... ∂F
∂xm

]
(三.1)

偏导算子为行向量形式 x 时，表示为梯度向量：

DF =
∂F
∂x

=
[

∂F
∂x1

∂F
∂x2

... ∂F
∂xm

]T
(三.2)
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3 2 输出为标量的矩阵函数

对于某个输入为矩阵 X ∈ Rm×n，输出为标量的函数 f(X)，可以得到如下偏导形式，这个形式就叫

做矩阵 X 的Jacobian 矩阵：

Df =
∂f(X)

∂XT
=


∂f(X)
∂x1,1

∂f(X)
∂x2,1

... ∂f(X)
∂xm,1

∂f(X)
∂x1,2

∂f(X)
∂x2,2

... ∂f(X)
∂xm,2

. . ... .
∂f(X)
∂x1,n

∂f(X)
∂x2,n

... ∂f(X)
∂xm,n

 ∈ Rn×m (三.3)

我们也可以将 X 矩阵展开为行向量：

vec(X)T = [x1,1, .., xm,1, ..., x1,n, ..., xm,n] (三.4)

于是就能得到行向量偏导形式：

Df =
∂f(X)

∂vec(X)T
(三.5)

=
[
∂f(X)
∂x1,1

... ∂f(X)
∂xm,1

... ∂f(X)
∂x1,n

∂f(X)
∂xm,n

]
(三.6)

这些表示形式在控制论和系统分析中都会用到，并且由于它们只是表示形式的不同，它们之间可以相

互转化。

偏导的梯度向量表示形式为：

∇vec(X)f =
∂f(X)

∂vec(X)
(三.7)

=
[
∂f(X)
∂x1,1

... ∂f(X)
∂xm,1

... ∂f(X)
∂x1,n

∂f(X)
∂xm,n

]T
(三.8)

以及转化为梯度矩阵的形式：

∇Xf =
∂f(X)

∂X
=


∂f(X)
∂x1,1

∂f(X)
∂x1,2

... ∂f(X)
∂x1,n

∂f(X)
∂x2,1

∂f(X)
∂x2,2

... ∂f(X)
∂x2,n

. . ... .
∂f(X)
∂xm,1

∂f(X)
∂xm,2

... ∂f(X)
∂xm,n

 ∈ Rm×n (三.9)

因此，梯度矩阵等于雅克比矩阵的转置。

3 3 输出为矩阵的矩阵函数

我们可以把函数 F 当做是一堆标量函数的组合，即：

F (X) =


f1,1(X) f1,2(X) ... f1,q(X)

f2,1(X) f2,2(X) ... f2,q(X)

. . ... .

fp,1(X) fp,2(X) ... fp,q(X)

 ∈ Rp×q (三.10)

对于行偏导矩阵，即 ∂F (X)
∂XT ，可能有多种表示形式，例如下面的三种方式（注意

∂F (X)
∂XT ∈ Rpn×qm）：

方式一：

∂F (X)

∂XT
=


∂f1,1(X)

∂XT

∂f1,2(X)

∂XT ... ∂f1,q(X)

∂XT

∂f2,1(X)

∂XT

∂f2,2(X)

∂XT ... ∂f2,q(X)

∂XT

. . ... .
∂fp,1(X)

∂XT

∂fp,2(X)

∂XT ... ∂fp,q(X)

∂XT

 ∈ Rpn×qm (三.11)
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方式二：

(∂F (X)

∂XT

)
i,j

=


∂f1,1(X)

∂xj,i

∂f1,2(X)

∂xj,i
... ∂f1,q(X)

∂xj,i

∂f2,1(X)

∂xj,i

∂f2,2(X)

∂xj,i
... ∂f2,q(X)

∂xj,i

. . ... .
∂fp,1(X)

∂xj,i

∂fp,2(X)

∂xj,i
... ∂fp,q(X)

∂xj,i

 j ∈ (1,m), i ∈ (1, n) (三.12)

方式三：

∂F (X)

∂XT
=


∂F (X)
∂x1,1

∂F (X)
∂x2,1

... ∂F (X)
∂xm,1

∂F (X)
∂x1,2

∂F (X)
∂x2,2

... ∂F (X)
∂xm,2

. . ... .
∂F (X)
∂x1,n

∂F (X)
∂x2,n

... ∂F (X)
∂xm,n

 (三.13)

但是这些定义方式都“不对”，不对的原因是它们在形成行向量偏导时有可能生成错误的雅克比矩阵。

比如 [1] 中给的例子：F (X) = X，按照雅可比矩阵的理解，我们思考一下标量函数，f(x) = x，则导数为

1，可知对于 F 的导数也应该是矩阵中的“1”，也就是单位矩阵 Ipn×qm，注意这里的 p = m, q = n，雅克

比矩阵应该是 Imn×mn。

但是如果按照上面的定义方式，比如按照方式一，根据书 [1] 上的描述，设 m = 4, n = 5，会生成下

图左边这个矩阵，其实就是 vec(Im×m)vec(In×n)T，这个矩阵的秩为 1，显然不是单位矩阵。
但我觉得书 [1] 上写错了，因为在每个矩阵块里，∂fi,j(X)

∂XT 为 1 的元素在坐标 (j,i) 下，所以按照方法
一，行向量矩阵应该表示为下图右边这个矩阵。不过很显然这个矩阵也不是正确的雅克比矩阵。

于是，数学家定义了一种雅克比矩阵的好的定义，首先把矩阵函数列向量化，即把 p× q 的函数变为

pq × 1 的列向量：

vec(F (X)) =
[
f1,1(X) f2,1(X) ... fp,1(X) f1,2(X) ... f1,q(X) ... fp,1(X)

]T
(三.14)

然后偏导的定义就是：

DF =
∂vec(F (X))

∂(vec(X))T
∈ Rpq×mn (三.15)

其中:
∂fi,j

∂(vec(X))T
=

[
∂fi,j
∂x1,1

... ∂fi,j
∂xm,1

... ∂fi,j
∂x1,n

... ∂fi,j
∂xm,n

]
(三.16)

对于上面的例子，F (X) = X，在偏导矩阵中，只有当 f 的下标和 x 的下标相同的位置才是 1，其他
位置都是 0，所以我们就能得到正确的雅克比矩阵。
最后我们来看一下梯度矩阵。

如果按照以往的形式来定义梯度矩阵，比如下面，就不是一个正确的定义：

∇F (X) =
∂vec

(
F (X)

)T

∂vec(X)
=


∂f1,1(X)

∂X

∂f1,2(X)

∂X
... ∂f1,q(X)

∂X
∂f2,1(X)

∂X

∂f2,2(X)

∂X
... ∂f2,q(X)

∂X

. . ... .
∂fp,1(X)

∂X

∂fp,2(X)

∂X
... ∂fp,q(X)

∂X

 ∈ Rpn×qm (三.17)
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我们还是用例子：F (X) = X，这种定义给出的是错误的梯度矩阵：In(Im)T，而正确的梯度矩阵应

该是 Imn。

我们应该用雅克比矩阵的转置来得到梯度矩阵：

∇F = (DF )T (三.18)

这样的定义就是正确的了。

四 总结

由于本人不是主要从事控制系统的研究，所以对于雅克比矩阵的介绍就暂时到这里。相信对书 [1] 的
内容存在疑惑的人可以从本书中找到更清晰的解释。

鉴于此，本书虽然 7 月份就开始着手写，但由于一些其他原因，导致该工作暂停，从 8 月 19 号又开
始写了一部分，并最终决定于 8 月 23 号就发布第一版。
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