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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
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一 不等式约束

在《拉格朗日乘子法——带等式约束项的函数优化》中我们可以看到，有等式约束的条件其实就是对

函数的变化维度进行了限定，比如一个二元函数 f(x1, x2)，限定条件是 g(x1, g2) = 0，那么函数 g 其实就

是一条曲线，而二元函数值就只能取曲线上的值。

但当这个条件变成不等式的时候，情况就变得复杂了，例如 g(x1, x2) > 0 就不再是一条曲线，而可能

是一个曲面，f 可以在这个曲面上任意取值。

现在带约束的函数极值有很多种可能，有可能函数能取到的极值还是在切线上，也有可能函数的极值

点在不等式约束内。在损失函数优化中，我们希望损失函数能取到尽可能小的值，因此我们可以先求函数

的所有极小值点，然后判断其是否在不等式约束内部，如果在，则说明这就是函数最小的点，如果不在，

我们就可以认定函数能取到的最小值在约束项边界处，就可以使用等式约束条件下的拉格朗日乘子法。



二 KKT 条件

KKT 条件（Karush–Kuhn–Tucker conditions）是关于带不等式约束的拉格朗日乘子法得到全局最小
值的必要条件，在讲解 KKT 条件时，我们先进行一些定义。
考虑最优化问题：

min
(
f(x)

)
(二.1)

s.t. g(x) ≤ 0 (二.2)

注意函数 g 的形式，如果我们的约束项是 g(x) ≥ 0，我们就改为 ϕ(x) = −g(x) ≤ 0 就可以了。

假如 x∗ 是最优解，它可能会出现两种情况，第一种是 g(x∗) < 0，这时最优解在约束条件内部，约束

条件不起作用；第二种是 g(x∗) = 0，也就是说最优解在边界上，约束条件有效。

我们以二维函数为例，我们知道极值解一定在等高线和约束项边界线的切线上，但是我们需要保证切

线处必须满足一定的条件，否则就可能出现切线处是极大值以及函数可以减小到无穷小等现象。

假如二维函数如下，可以看到最小值点会取在约束项边界上：

关于多元函数的梯度和切线详细讲解参见 DezemingFamily 的《函数的切线与梯度》章节。
对于函数 a = h(x, y)，其梯度 ∇h 指向函数值变大的一侧，即对于上图的函数 f，在等高线上绘制出

多个点的函数值减小的方向（梯度的反方向），如下图左；对于约束项 g(x)，我们知道其内部值一定小于

其边界值（因为内部值都小于 0，边界值为 0），所以如果构造一个约束项函数 b = g(x, y)，在 g(x, y) = 0

处的梯度反方向（g(x, y) 减小的方向）如下图右。

现在就很明确了，最优解点处，约束项的梯度方向需要跟函数的梯度方向恰好相反，这就是 KKT 条
件中最重要的部分。我们现在把 KKT 条件列一下：

∇L(x, λ) = ∇f + λ∇g = 0 (二.3)

g(x) ≤ 0 (二.4)

λ ≥ 0 (二.5)

λg(x) = 0 (二.6)

如果我们的目标是最大化函数 f，那么根据对偶可行性原则，就可以设 ϕ(x) = −g(x) ≥ 0；或者令

λ ≤ 0 也是可以的。
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三 多个不等式约束

其实可以类比只有等式约束项的函数优化，我们想象得到，我们还是要保证约束项的梯度组合以后为

函数梯度反方向，我们观察下图，设待优化函数为 s = f(x, y, z)：

两个约束项的公共区域是上图中的楔形区域，假如我们的函数极小值点不在楔形区域内，则最优解就

在两个区域的相交线上。在相交线上，得到的解就是等式约束的解，但还需要有一些条件。

条件一：在这个微小的局部区域上，交线就是函数 s = f(x, y, z) 等值面上的一条切线（否则该点就不

是极值点，沿着交线走函数值还可以变小）。

条件二：同时约束项的 t1 = ϕ1(x, y, z) 在交线处的梯度方向是朝楔形区域外部的（楔形区域内部都小

于 0，边界等于 0，梯度方向朝函数增大的方向），t2 = ϕ2(x, y, z) 也是同理。约束项梯度指向的方向是函

数 s 值减小的方向，而函数 f(x, y, z) 在该交线处的梯度是指向函数 s 值增大的方向。

我们给出优化目标：

min
(
f(x)

)
(三.1)

s.t. gj(x) = 0, j = 1, ...,m (三.2)

hk(x) ≤ 0, k = 1, ..., p (三.3)

也就是说，需要保证：

∇f =

m∑
j=1

λj∇gj(x) + (−1)

p∑
k=1

µk∇gk(x) (三.4)

µk ≥ 0, k = 1, ..., p (三.5)

构建的拉格朗日函数为：

L(x, {λj}{µk}) = f(x) +

m∑
j=1

λjgj(x) +

p∑
k=1

µkhk(x) (三.6)

多不等式约束的 KKT 条件为：

∇L = 0 (三.7)

gj(x) = 0, j = 1, ...,m (三.8)

hk(x) ≤ 0 (三.9)

µk ≥ 0 (三.10)

µkhk(x) = 0, k = 1, ..., p (三.11)

KKT 条件需要满足一定的约束限定条件或者正则条件，例如线性约束限定（LCQ：gj 和 hk 都是仿

射函数，即最高次数为 1 的多项式函数），如果满足 LCQ，就不用再满足其他条件了。还有很多条件都与
运筹学、函数凸优化有关，优化分析专家们不断地扩充相关的理论，大家有兴趣可以去 [3] 自行搜索。
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