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前言及简介

DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您
获得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对
书的内容建议和出现的错误欢迎在网站留言。

0.1 本书前言

数据降维在机器学习中非常重要。它的重要性不只是可以将复杂数据简化，还可以凝聚数据

的最重要特征，从而更好地应用于样本训练和聚类。

降维有很多种方法，包括传统方法和深度学习方法。本书着重讲解 PCA 算法，该算法原理
并没有那么复杂，但是非常有用。我们会对里面涉及到的多个概念和细节进行详细解释。

20210925：完成第一版。
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1. 主成分分析的意义

1.1 降维的目标 6

1.2 投影与基 6

1.3 协方差矩阵与最大可分性 7

1.4 最近重构性 8

1.5 拉格朗日乘子法解法 9

本章从数学的角度来分析我们的降维目标和一些条件。

1.1 降维的目标

当我们要考虑把样本用来聚类或者训练分类回归模型时，如果样本的维度过高，可能效果会

很不理想。例如一些文本或者图像，可能有几千几万维，因此有时候我们希望能够总结一些特征。

但通常我们不知道如何提取特征（对于图像，可以应用特征点检测、线条检测等方法；语音

的波形频率特征），我们希望能找一个通用的方法，来帮我们把高维度的数据降低维度。

同时，降维可能会减少噪声的影响，因为降维可能只保留数据最有意义的特征，因此一些噪

声便会被去除。

我们可能希望最后降维的结果在得到模型以后能够被解释，因此这时或许我们就得从数据本

身的特性来分析如何降维，而不是套用统一的工具和方法。不过我们本文还是以研究通用的降维

为主。

我们希望降维以后，数据能够比较明显地区分开，而不是都聚集在一起特别相似。如果降维

以后数据值都很相近，降维也就失去了其意义。或许我们不能解释降维得到的结果，但如果对于

不同的数据，降维以后的分布非常分散，我们就可以认为这个降维的算法是符合我们预期的。考

虑人工简易降维方法：如果一个青蛙主要以颜色来进行降维，在降维后可能更接近于绿色的螳螂，

但从类别上作为两栖动物它更应该和棕色的娃娃鱼相近。当总体样本分布更广的时候，青蛙与螳

螂更相近的概率就会变低（大概是一种直觉）。

1.2 投影与基

在笛卡尔空间中，向量内积可以理解为投影：

x · y = |x||y|cos(α) (1.2.1)
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Chapter 1. 主成分分析的意义 7

如果 y 是单位向量，则内积值就是 x 在 y 方向上的投影值。

在描述向量值时，是按照基来描述的。我们默认笛卡尔坐标系的基是 (1,0) 和 (0,1)。想换一

组基来描述，则只需要用向量跟这些基做内积，得到的值即为每个基的分量值。

我们设一个 m×n 矩阵 P 的行向量为 Pi，则对于某个 n 维向量 a：
P1
P2
...

Pm

a =


P1 ·a
P2 ·a
...

Pm ·a

 (1.2.2)

因此矩阵乘以某个向量，就可以看做是把这个向量变换到以矩阵行向量为基的空间中。但是

为了变换以后更好描述，以及确保后面的运算的简单性，一般会使用标准正交基作为新坐标系的

坐标向量。

1.3 协方差矩阵与最大可分性

举个例子，如果我们降维以后的目标空间是 3 维，也就是基是 3 维，但样本的维度是 10 维，
我们就可以考虑使用某种映射关系将 10 维的样本变换到 3 维的空间上，其实就是用一个 3× 10
的矩阵即可。

但我们最好不要随便找一个矩阵就开始降维，我们希望这个矩阵乘以样本以后能让样本更分

散——也就是让信息量更大。

我们一般会用方差来表示样本的分散程度，对于一维样本向量 x = (x1)，其方差为表示如下。

V ar(xi) =
1
m

m∑
i=1

(xi −µ)2 (1.3.1)

当我们求出样本均值 µ 以后，我们可以将样本去均值化，也就是都减去均值，这样方差的计

算方法就是：

xi ← xi −µ (1.3.2)

V ar(xi) =
1
m

m∑
i=1

(xi)
2 (1.3.3)

因此我们可以把目标简化为，寻找一组基，使得映射以后的方差最大。

但多维空间中，样本协方差可以表示向量中每个变量的之间的线性相关性。第 i 个样本的第

j 个变量定义为 xi,j：

x = (x1,x2, ...,xn) (1.3.4)

Cov(xi ,xj ) =
1
m

m∑
k=1

(xk,i −µi)(xk,j −µj ) (1.3.5)

xi ← xi −µi , i = 1,2, ...,n (1.3.6)

Cov(xi ,xj ) =
1
m

m∑
i=1

(xk,i · xk,j ) (1.3.7)



8 1.4. 最近重构性

我们可以构建出协方差矩阵。注意上面对样本方差进行的是有偏估计，我们默认使用的样本

就是总体（比如当你就是把这些样本降维以后再用来聚类）。当使用样本训练深度学习模型时，我

们或许认为全部样本只是总体的一部分，这个时候可以使用无偏估计，即分母是 m−1（详情请见
《样本估计》）。

我们希望投影以后各个变量之间不具有线性相关性，即协方差尽量为 0。
我们把 m 个 n 维样本进行排列，注意每个样本都已经去均值化了。其中，第 i 个样本的第 j

个变量定义为 xi,j：

X =


x1,1 x2,1 ... xm,1

x1,2 x2,2 ... xm,2

. . ... .

x1,n x2,n ... xm,n

 (1.3.8)

所以可以得到协方差矩阵 Cov 为：

Cov =
1
m
XXT =

1
m


∑m

i=1 x
2
i,1

∑m
i=1 xi,1xi,2 ...

∑m
i=1 xi,1xi,n∑m

i=1 xi,2xi,1
∑m

i=1 x
2
i,2 ...

∑m
i=1 xi,2xi,n

. . ... .∑m
i=1 xi,nxi,1

∑m
i=1 xi,nxi,2 ...

∑m
i=1 xi,nxi,n

 (1.3.9)

因为协方差为 0，也就是说除了对角线上的元素，其他元素都尽量为 0。由 DezemingFamily
的《矩阵的相似对角化》和《特征分解与奇异值分解》，我们可以将这个实对称矩阵进行相似对角

化，即：

Cov = PΛPT (1.3.10)

这里的 P 是酉矩阵，其转置等于逆矩阵。这里我们将 Λ 矩阵的对角线元素按照大小设为从

上到下排列，即上面的方差大，下面的方差小。

我们设原始数据 X 对应的协方差矩阵为 Cov；使用某个基矩阵 B 映射以后的数据 BX 协方

差矩阵为 CovB：

CovB =
1
m
(BX)(BX)T (1.3.11)

= B(
1
m
XXT )BT (1.3.12)

= BCovBT (1.3.13)

即，BCovBT 会得到一个对角阵，B 就是上面的 PT。

1.4 最近重构性

除了最大可分性理论，也可以使用最近重构性。由于并不常用，所以这里只简单提一下。

可以理解为拟合一个超平面，让这个超平面更好地拟合样本位置，对于 n 维样本，超平面为：

w1x1 +w2x2 + ...+wnxn + b = 0 (1.4.1)
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投影距离越短，说明信息丢失越少，以二维为例，左边的投影距离小，投影以后分布更广；右

边投影距离大，投影以后分布更密集，甚至有些不同的样本被投影到了同一个位置。

在这种条件下，我们的优化目标是使平方误差尽可能小。

1.5 拉格朗日乘子法解法

很多函数优化问题都可以用拉格朗日乘子法去求解。这个问题用拉格朗日乘子法去思考会有

更清晰的认识（见 DezemingFamily 的《拉格朗日乘子法》）。
我们先说一下结论：为了让方差更大，最好的投影方向就是最大特征值对应的特征向量。第二

好的投影方向就是第二大特征值对应的特征向量。如果我们只想把数据投影到一维，那么只需要

知道最大特征值对应的特征向量即可，但有时候样本协方差矩阵有好几个比较大的特征向量，说

明这几个方向的投影都很重要。

把一个去均值化的样本点 x 投影到一个基上可以写为 xTw，投影以后的方差就是：

D(x) =
1
m

m∑
i=1

(xT
i w)T (xT

i w) (1.5.1)

=
1
m

m∑
i=1

wTxix
T
i w (1.5.2)

= wT
( 1
m

m∑
i=1

xix
T
i

)
w (1.5.3)

我们知道 1
m

∑m
i=1 xix

T
i 是协方差矩阵，对于单位基，应该满足 wTw = 1，因此最终得到优化函

数：

max{wT
( 1
m

m∑
i=1

xix
T
i

)
w} (1.5.4)

s.t. wTw = 1 (1.5.5)

构造拉格朗日函数并对 w 求偏导：

L(w,λ)wT
( 1
m

m∑
i=1

xix
T
i

)
w+λ(1−wTw) (1.5.6)

∂L(w,λ)
∂w

=
( 1
m

m∑
i=1

xix
T
i

)
w−λw = 0 (1.5.7)
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可以看到，取最大值的时候，w 恰好是特征向量，而且我们代入到方差中就能得到：特征值

越大，方差越大。

D(x) = wT
( 1
m

m∑
i=1

xix
T
i

)
w (1.5.8)

= λwTw = λ (1.5.9)



2. 主成分分析算法
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本章介绍主成分分析的实际运算过程。

2.1 PCA 求解步骤
步骤一：将 m 个 n 维样本构建 n×m 矩阵 X，并求每一行的均值，然后去均值化。

步骤二：计算协方差矩阵 Cov = 1
mXXT，矩阵大小为 n×n。

步骤三：求协方差矩阵的特征值和特征向量，进行相似对角化，对角矩阵对角线上的值是原

矩阵的特征值，且从上到下递减，即 λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn：

步骤四：选出前 k 的特征值的特征向量作为矩阵 P，该矩阵相乘相当于只投影到特征值比较

大的特征向量位置：

步骤五：用矩阵 P 乘以 X 的新的维度的样本矩阵，该矩阵一共有 k 维。
注意均值必须是从训练集中计算的，而不能是从全部数据中计算得到（因为除了聚类，很多

时候我们并不能得到全部数据），得到的降维矩阵也要同时作用于验证集和测试集。

11



12 2.2. PCA 的好处和坏处

2.2 PCA 的好处和坏处
好处主要是两个方面：

• 缓解维度灾难：对于一些信息量较少的维度会被舍去，使维度降低。

• 是一种去噪手段：特征值小的特征向量可能是由于数据噪声波动带来的。

坏处体现在，有可能舍去的信息是重要信息，只是我们在训练数据中给它们的权重比较低或

者不合适的归一化造成的，比如人的身高体重年龄等变量与人的体质之间的关系，如果把所有变

量都进行归一化，那么有的明显更重要的信息就没法被突出，因此会被当做不重要的信息。

2.3 PCA 与 SVD
关于奇异值分解 SVD 的内容可以参考 DezemingFamily 的《特征分解与奇异值分解》。
对某个矩阵 A（不必要求是方阵）做奇异值分解以后，就能得到：

An,m =Un,nΣn,mV
T
m,m ≈Un,kΛk,kV

T
k,m (2.3.1)

其中，Σn,m 除了主对角线上其他元素都是 0，Λk,k 取最大的 k 个特征值。
SVD 中，Un,n 和 Vm,m 分别是 AAT 和 ATA 的特征向量构成的矩阵，有迭代求解的高效算法，

避免计算 AAT 和 ATA 的特征值。因为 SVD 的优化迭代算法，方阵的特征分解计算比 SVD 要
慢很多，因此很多时候，PCA 都会使用 SVD 进行降维。

我们把样本矩阵用这种方法分解以后，只保留最重要的 k 维，我们将左边的矩阵 Uk,n 转置以

后乘以原数据：

Uk,nAn,m = A′k,m (2.3.2)

就将数据降维到了 k 维。
SVD 得到的矩阵有时候不具有可解释性，很多时候仅作为一种辅助提高训练效果的方法。
最后我们需要注意的是，有人用左右奇异向量来描述降维，但 PCA 中对角化矩阵是左奇异

矩阵还是右奇异矩阵是与数据的排列有关的。如果 m 个 n 维数据排列为下面的方式，则 U 矩阵

等同于 PCA 中的对角化矩阵 P。

X =


x1,1 x2,1 ... xm,1

x1,2 x2,2 ... xm,2

. . ... .

x1,n x2,n ... xm,n

 (2.3.3)

如果数据排列的方式是下面的方式，则 V 矩阵等同于 PCA 中的对角化矩阵 P。

X =


xT
1

xT
2

...

xT
m

 =

x1,1 x1,2 ... x1,n
x2,1 x2,2 ... x2,n
. . ... .

xm,1 xm,2 ... xm,n

 (2.3.4)



3. 降维在图像中的应用

3.1 测试代码 13

本章介绍实际的图像降维测试效果。

3.1 测试代码

因为 PCA 都是些数学运算，这里就不再自己写底层代码测试了，而是使用现成的库。

1 import numpy as np
2 from sk l e a rn . decompos it ion import PCA
3 import cv2
4

5 img = cv2 . imread ( ’ image . jpg ’ )
6 #[宽 ,高 ,通道 ]，这里采用G通道，注意OpenCV的通道顺序是BGR。
7 data = img [ : , : , 1 ]
8 dataMat = np . mat( data )
9 #降维到 100维

10 pca = PCA( n_components=100) . f i t ( data )
11 # 降维

12 x_new = pca . transform ( data )
13 # 还原降维后的数据到原空间

14 recdata = pca . inverse_trans form (x_new)
15 cv2 . imshow ( ’ recdata ’ , np . array ( recdata , dtype=’ u int8 ’ ) )
16 cv2 . waitKey (0)

其中，n_components 表示降维的维数。

计算 PCA 信息丢失率的方式如下，就是用差值矩阵每个元素的平方和除以原矩阵每个元素

13



14 3.1. 测试代码

的平方和，A 是原矩阵，B 是降维以后再还原以后的矩阵：∑row
i=1 (Ai −Bi)(Ai −Bi)T∑row

i=1 AiA
T
i

(3.1.1)

程序写为：

1 # 输入：原数据，降维然后恢复后的数据

2 de f ca lLossRate ( data , recdata ) :
3 sum_denominator = 0
4 sum_numerator = 0
5 Dif f_value = data − recdata # 计算两幅图像之间的差值矩阵

6 # 计算两幅图像之间的误差率，即信息丢失率

7 f o r i in range ( data . shape [ 0 ] ) :
8 sum_denominator += np . dot ( data [ i ] , data [ i ] )
9 sum_numerator += np . dot ( Di f f_value [ i ] , Di f f_value [ i ] )

10 pr in t ( ’ l o s s ␣ ra t e： ’ , sum_numerator/sum_denominator )
11 # 计算信息丢失率

12 ca lLossRate (np . array ( data , dtype=’ double ’ ) , np . array ( recdata , dtype=’
double ’ ) )

我们令 n_components 的值从 400 变到 1，来查看效果：

可以看到，PCA 在降维的时候会带来一定的精度损失，但大致能保留主要成分，这是因为用
来降维的矩阵会保证降维以后的数据分布尽可能大，从而丢失更少的细节。这张 400× 400 的图
像降维到 30，也能比较清晰地看到大致概貌。
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