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一 多元函数的无条件极值

类比一元函数，我们可以想象的到，多元函数的极值条件应该一定要满足偏导为 0。我们可以以二元
函数为例，函数在 x 方向的变化率为 0，且在 y 方向变化率为 0，就说明函数有可能达到极值。
当然偏导为 0 不表示一定是极值，因为存在特例，比如对于一元函数，在某点 x0 处偏导为 0，但可

能存在下述情况，故不是极值点：

二 多元函数条件极值

有时候，我们求函数 f(x, y) 时我们需要保证 x, y 满足一些关系。这里的关系有很多种，比如等式关

系，不等式关系。不等式关系会困难不少，涉及运筹学线性规划等知识，我们这里讨论等式关系约束项。

例如，我们要求二元函数 z = f(x, y) 在约束项 φ(x0, y0) = 0 下的条件极值。首先设在 (x0, y0) 处取

得极值，并设 f 和 φ 其在邻域处都有连续一阶偏导（没有的话我们就没法求极值了）。

设方程 φ 变形为 y = ψ(x)，代入 f 中，就能得到 z = f [x, ψ(x)]，也就是说 z 在 x0 处取得极值：

dz

dx

∣∣∣
x=x0

= f ′
x(x0, y0) + f ′

y(x0, y0)
dy

dx

∣∣∣
x=x0

= 0 (二.1)



根据一元函数隐函数求导公式，由 φ(x, y) = 0 可得：

dy

dx

∣∣∣
x=x0

= −φ
′
x(x0, y0)

φ′
y(x0, y0)

(二.2)

其中 φ′
y(x0, y0) ̸= 0。

把上式代入到前面可得：

dz

dx

∣∣∣
x=x0

= f ′
x(x0, y0)− f ′

y(x0, y0)
φ′
x(x0, y0)

φ′
y(x0, y0)

= 0 (二.3)

令
f ′
y(x0,y0)

φ′
y(x0,y0)

= −λ0，于是可以得到：

f ′
x(x0, y0)

φ′
x(x0, y0)

=
f ′
y(x0, y0)

φ′
y(x0, y0)

= −λ0 (二.4)

所以就可以联立三个式子，就能得到我们想要的最优解。
f ′
x(x0,y0)

φ′
x(x0,y0)

= −λ0

f ′
y(x0,y0)

φ′
y(x0,y0)

= −λ0

φ(x, y) = 0

(二.5)

综上所述，我们可以引入辅助函数 L(x, y, λ) = f(x, y)+λφ(x, y)，于是前两个式子其实就是 L′
x(x0, y0) =

0 和 L′
y(x0, y0) = 0。λ 为待求常数，我们称为拉格朗日乘子：L′

λ = φ(x, y) = 0。

三 多个变量单限定式

设需要取极值的函数为 t = f(x, y, z)满足 φ(x, y, z) = 0。根据该式我们可以得到两组关系：y = y(x, z)

以及 z = z(x, y)。

为了后面的叙述方便，这里我们直接使用“函数 + 下标”表示偏导，省略函数变量值 (x0, y0, z0)。

我们可以得到两组方程：  u = f(x, y, z(x, y)) ux = 0, uy = 0

u = f(x, y(x, z), z) ux = 0, uz = 0
(三.1)

我们只说一下第一行的求法：  ux = fx + fz
∂z
∂x

= 0

uy = fy + fz
∂z
∂y

= 0
(三.2)

根据隐函数求导法可以得到：  ∂z
∂x

= −φx

φz

∂z
∂y

= −φy

φz

(三.3)

代入，重复上一节的步骤：令 γ = − fz
φz
，得到联立式：

ux = f ′
x(x0, y0, z0) + γφ′

x(x0, y0, z0) = 0

uy = f ′
y(x0, y0, z0) + γφ′

y(x0, y0, z0) = 0

φ(x, y, z) = 0

(三.4)

同理，第二行求法可以得到：
ux = f ′

x(x0, y0, z0) + γ2φ
′
x(x0, y0, z0) = 0

uz = f ′
z(x0, y0, z0) + γ2φ

′
z(x0, y0, z0) = 0

φ(x, y, z) = 0

(三.5)
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又因为 γ = − fz
φz
，γ2 = − fy

φy
。根据前面的 uy = f ′

y +− fz
φz
φ′
y = 0，我们得到 γ = γ2，所以我们就得到

了总的联立式，化为拉格朗日方程即：
L = f(x, y, z) + γφ(x, y, z)

Lx = Ly = Lz = 0

φ(x, y, z) = 0

(三.6)

四 二元函数单约束优化的图示

现在用图示法来讲解一下拉格朗日乘子法的几何意义。如果您对函数梯度并没有那么熟悉，可以参考

DezemingFamily 的《函数的切线与梯度》。下图中，左边表示待优化的函数，z = x2 − 2x+ y2 − 4y，约

束项为 Φ(x, y) = 0；右边是函数的等高线，可以看出，中心函数值较低，越往外函数值越高。

根据上图，我们可以看出，如果约束项与等高线某一环相交，说明该环并不会取得极值，而只有相切

时，函数值才会取得极值。

也就是说，当 ∇z(x, y) = λ∇Φ(x, y)，即梯度方向一样时，取得最优值。这里的 λ 的值正负未知，因

此可以移到另一边，得到通常情况下表示的拉格朗日函数：

L = f(x, y) + γφ(x, y) (四.1)

五 多个等式条件

当有多个等式限定条件时，我们可以联立更多的式子：比如需要同时满足 φ1(x, y, z) = 0，φ2(x, y, z) =

0。设需要取极值的函数为 t = f(x, y, z)。

因为有两个限定条件，所以我们分别得到两组关系： z = z1(x, y)

y = y1(x, z)

 z = z2(x, y)

y = y2(x, z)
(五.1)

而这两组条件需要同时满足。如果从单约束扩展到多约束，这里我们需要思考一下，首先假如我们的

优化目标是二元函数，约束条件的图示如下：
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我想这就没的说了，同时满足两个约束的点只有一个，所以求出 Φ1 和 Φ2 两个约束项的交点，就是

该二元函数能取到的最小值了（尽管只有这一个值）。

但是当函数扩展到三元函数、四元函数甚至更高维，多个约束项共同约束下可以取到的值就会大于 1
个，例如三维空间里的约束项函数 Φ1(x, y, z) 是一个曲面，另一个约束项函数 Φ2(x, y, z) 也是一个曲面，

因此两个曲面的如果相交，相交处就是一条曲线（除非两个曲面正好相切，例如两个相切的球体曲面）。当

然，如果是三元函数对应于三个约束条件，那么这三个约束条件的公共区域也很可能只有一个取值点（大

家可以进行类推）。

因此我们现在以优化三元函数为例：s = f(x, y, z)，约束项为 Φ1(x, y, z) = 0 和 Φ2(x, y, z) = 0。注意

到二元函数值可以表示为等值线，因此三元函数的值就可以表示为等值面，比如下面左图的表示：

右图表示当我们单独观察很小的区域时，等值面可以近似为一个平面。当区域非常微小时，约束条件

也是一个微小的平面，在两个约束条件相交处我们可以使用如下图左表示：

而可以取值的 p(x, y, z) 在两个约束条件的曲面相交处移动。

在该局部区域可行域任意一点 p0，其他可以取值的点在这个局部区域构成的向量 p − p0 一定会垂直

于所有的约束条件面局部区域的法向量，即上图右的法向量。

对于曲面 Φ(x, y, z) = 0，曲面上某点 (x0, y0, z0) 的法向量为：(
Φ′

x(x0, y0, z0),Φ
′
y(x0, y0, z0),Φ

′
z(x0, y0, z0)

)
(五.2)

我们要求的函数 s 的最小值是在相交线上运动的，而在可取到的最大值附近，p− p0 必须要平行于 s

当前位置的等值面，否则 p 就可以顺着移动方向到达更大值处。

我们根据图示可以明白，约束条件相交处就是可取值处，可取值处在一小段范围内可以看做是直的线

段，该线段不但与待优化函数 s 垂直，同时还与这多个约束条件垂直，我们设该线段向量为
−→
l ，得到如下

关系：

−→
l ⊥ ∇Φ1 (五.3)
−→
l ⊥ ∇Φ2 (五.4)
−→
l ⊥ ∇f(x, y, z) (五.5)

因此，目标函数的法向量就是约束函数法向量的线性组合（约束函数法向量张开的向量空间中）。而

曲面方程的法向量在这里应该用梯度来表示（注意区分曲面方程与多元函数，多元函数的梯度表示函数值
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增大的方向，见 DezemingFamily 的《函数的切线与梯度》），我们得到公式：

∇f(x, y, z) = λ1∇Φ1 + λ2∇Φ2 (五.6)

因此可以展开成：

L(x, y, z, λ1, λ2) = f(x, y, z) + λ1Φ1(x, y, z) + λ2Φ2(x, y, z) (五.7)

L′
x = f ′

x + λ1Φ1
′
x + λ2Φ2

′
x = 0

L′
y = f ′

y + λ1Φ1
′
y + λ2Φ2

′
y = 0

L′
z = f ′

z + λ1Φ1
′
z + λ2Φ2

′
z = 0

L′
λ1

= Φ1(x, y, z) = 0

L′
λ2

= Φ2(x, y, z) = 0

(五.8)

计算完以后我们还得思考是不是合理的极值最优点，需要考虑函数的实际意义（比如约束条件下求立

方体长宽高时，需要让其值都是正数）。
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