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一 Woodcock 追踪的实际数学意义

Woodcock 追踪在论文 [1] 中证明是无偏的，但论文一的表述可能并不是非常亲民，所以在这里我打
算重新表述一下。这里的描述是基于计算机图形学的，但并没有对证明过程进行修改。里面涉及到好几篇

论文的方法，都在文中进行了引用。

穿透率描述了光移动某个距离 t 没有发生碰撞的概率。穿透率（transmittance）[2] 描述为：

T (x,y) = e−
∫ y
0

µt(x−tω)dt (一.1)

即从 x 点到 y 点对衰减率 µt 的积分。

P (X > t) = T (t) (一.2)

累积概率密度函数 F(t) 是上述概率的互补概率，即：

F (t) = 1− T (t) (一.3)

概率密度函数 (PDF) 就可以表示为:

p(t) =
dF (t)

dt
=

d

dt

(
1− e−τ(t)

)
= µt(t)e

−τ(t) (一.4)

我们不考虑实际的意义，而是把这个 PDF 函数简化为：

F (x) = 1− e−
∫ x
0

µ(y)dy (一.5)

p(x) = µ(x)e−
∫ x
0

µ(y)dy (一.6)

这里的 x 叫做自由路径，即光前进距离 x 才会发生碰撞。当 x 大于 xmax（设定的最大距离），这说

明光子一直没有发生碰撞。现在我们希望产生一系列的样本 x，这些 x 需要满足上述概率密度分布。
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二 实现方法

我们先尝试“反函数法”生成符合某概率密度的方式：

F (x) = 1− e−
∫ x
0

µ(y)dy = 1− e−τ(x) (二.1)

ln
(
e−

∫ x
0

µ(y)dy
)
= ln

(
1− F (x)

)
(二.2)∫ x

0

µ(y)dy = − ln
(
1− F (x)

)
(二.3)

τ(x) = − ln
(
1− F (x)

)
(二.4)

令 F (x) = ξ ∈ rand(0, 1)，代入，就可以得到 τ 的关于 F (x) 的概率密度分布:

τ(x) = − ln
(
1− ξ

)
(二.5)

τ 被称为光学厚度，我们只需要让采样中某一段积累的光学厚度等于 τ，就能得到符合 p(x) 的概率密

度分布 [3]。也就是说可以通过 raymarch 的方法，当前一段累加的 τ((t− 1)∆) ≤ τ，且后一段 τ(t∆) > τ，

我们就认为 t 是近似解。当然这种方式除非 ∆ → 0，否则偏差会很大。

现在我们考虑无偏方法，我们先介绍论文 [1] 的第一种方法。首先根据下面的概率密度分布来生成样
本 η：

F (Y ) =

∫ Y

0

e−vdv, 0 ≤ Y (二.6)

我曾经认为论文 [1] 中上述公式写错了，应该是这样：

F (Y ) =

∫ Y

0

ve−vdv, 0 ≤ Y (二.7)

没有这个 v，概率密度积分都不能保证为 1 啊。但是仔细一看才发现没有错，其实就是应该这样，设

v =
∫ θ

0
µ(x)dx，则 dv = µ(x)dx，故论文原式成立。

然后通过如下方式生成样本 θ：

η = ϕ(θ) =

∫ θ

0

µ(x)dx (二.8)

θ = ϕ−1(η) (二.9)

这就是反函数法得到随机样本的过程。

在图形学中，实现方法其实就是 woodcock 追踪，用来生成符合上述概率密度的自由路径长度 x：

t = 0;
do

η = random(0,1);
t = t - log(1−η)

µ
;

if (t ≥ d) then
break;

end
ξ = random(0,1);

while ξ > µ(o+t∗ω)
µ

;
return t;
注意这里选择的 µ 要大于中间遇到的所有 µ(o+ t ∗ ω)。

这里的无偏性主要依赖于两个方面，一是前进距离−
log

(
1−rand(0,1)

)
µ

，二是判断是否碰撞的概率 rand(0, 1) >
µ(o+t∗ω)

µ
。
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三 无偏性证明

我们设射线从 o 出发，沿着方向 ω 采样。

符号设定

设我们有无限多个独立的随机数 ξi，符合下式概率密度分布：

P (ξi ≤ X) = Fξ(X) =

∫ X

0

µe−µxdx (三.1)

设 ρ1, ρ2, ..., ρn, ... 是 [0, 1] 之间的均匀分布。

定义 σ(x) ≡ µ(x)
µ
，α(x) = 1− σ(x)。

令 ζi =
∑i

j=1 ξj = ζi−1 + ξi，且 ζ0 = ξ0 = 0。

当 ρn ≤ σ(ζn) =
µ(ζn)

µ
，n = 1, 2, ..., N 时，我们可以认为在一个局部区域光子撞上了粒子，否则光就

算是撞上了虚拟粒子 [3]。
让 λ 表示随机变量 ζN，我们可以看出，取 n = N 时来得到相应的 λ 值。

生成符合我们需求的概率密度分布的 λ 方式如下：

i=0,ζ0=0;
do

i=i+1;
生成 ξi 和 ρi;
ζi = ζi−1 + ξi;

while (ρi > µ(ζi)
µ

);
λ=ζi;

Algorithm 1: 算法描述
注意这里生成 ξi 的计算式就是 − log(1−rand(0,1))

µ
，所以论文 [1] 中的这个算法描述和我们之前给出的

是完全一样的。

现在符号都定义完了，接下来就是论文长达三页的证明了（但其实并不难），我们证明的内容是生成

的 λ 符合概率密度分布 F (X)。

证明思路

我们设事件 E1 = {ρ1 ≤ σ(ζ1), ζ1 ≤ Z}，Z 是 λ 范围内任意固定值。

E2 = {ρ1 > σ(ζ1), ρ2 ≤ σ(ζ2), ζ2 ≤ Z}。
En = {ρ1 > σ(ζ1), ρ2 > σ(ζ2), ..., ρn−1 > σ(ζn−1), ρn ≤ σ(ζn), ζn ≤ Z}。
上面的公式可以理解为，在某个距离 Z 以内，前进 n 次距离以后才发生碰撞的概率。因此：

P [λ ≤ Z] = Fλ(Z) =

∞∑
n=1

P (En) (三.2)

代入前面关于 ξi 与 ζi 之间的关系，可以得到：

P [E1] = P
[
ρ1 ≤ σ(ξ1), ξ1 ≤ Z

]
(三.3)

P [En] = P
[
ρ1 > σ(ξ1), ..., ρn−1 > σ

{ n−1∑
i=1

ξi
}
, ρn ≤ σ

{ n∑
i=1

ξi
}
, ξn ≤ Z −

n−1∑
i=1

ξi

]
(三.4)

我们可以用边缘概率密度来解，给定 ξ1 = x1：

f(x1) = P
[
ρ1 ≤ σ(ξ1)

∣∣ξ1 = x1

]
= σ(x1) (三.5)

P [E1] =

∫ Z

0

P
[
ρ1 ≤ σ(ξ1)

∣∣ξ1 = x1

]
dFξ(x1) =

∫ Z

0

σ(x1)µe
−µx1dx1 (三.6)

3



我个人感觉 P [E1] 应该是这么得到的：

P (ξi ≤ X) = Fξ(X) =

∫ X

0

f(x)dx (三.7)

P [E1] = P
[
ρ1 ≤ σ(ξ1), ξ1 ≤ Z

]
(三.8)

P [E1] =

∫ Z

0

P
[
ρ1 ≤ σ(ξ1)

∣∣ξ1 = x1

]
f(x1)dx1 =⇒ (三.9)

P [E1] =

∫ Z

0

P
[
ρ1 ≤ σ(ξ1)

∣∣ξ1 = x1

]
dFξ(x1) (三.10)

同理，可以得到 P (E2)：

P [E2] =

∫ Z

0

∫ Z−x1

0

P
[
ρ1 > σ(ξ1), ρ2 ≤ σ

{ 2∑
i=1

ξi
}∣∣ξ1 = x1, ξ2 = x2

]
dFξ1,ξ2(x1, x2) (三.11)

这里的 Z − x1 是因为当 ξ1 = x1 时，要保证 x1 + x2 ≤ Z，因此 x2 的变化范围就是 [0, Z − x1]。尽

管从实际物理意义上来说 x2 的变化区域应该是 [x1, Z]，但不明白为什么论文中的积分区域是 [0, Z − x1]，

可能是因为反正是 n 个独立同分布的样本，谁在前谁在后都一样吧。

我们可以得到 P (En)：

P [En] =

∫ Z

0

∫ Z−x1

0

...

∫ Z−
∑n−1

i=1 xi

0

P
[
ρ1 > σ(ξ1), ..., ρn−1 > σ

{ n−1∑
i=1

ξi
}
, ρn ≤ σ

{ n∑
i=1

ξi
}∣∣ξ1 = x1, ..., ξn = xn

]
dFξ1,ξ2,...,ξn(x1, x2, ..., xn)

(三.12)

后面的 dF 表示变量的联合概率密度分布。

由于 ρ1, ρ2, ..., ρn 是相互独立的，所以上式中，被积分项可以表示为：

P
[
ρ1 > σ(ξ1), ..., ρn−1 > σ

{ n−1∑
i=1

ξi
}
, ρn ≤ σ

{ n∑
i=1

ξi
}
, ξn ≤ Z −

n−1∑
i=1

ξi
∣∣ξ1 = x1, ..., ξn = xn

]
=P

[
ρ1 > σ(ξ1)|ξ1 = x1

]
× · · · × P

[
ρn−1 > σ

( n−1∑
i=1

ξi
)
|ξ1 = x1, ..., ξn−1 = xn−1

]
× P

[
ρn ≤ σ

( n∑
i=1

ξi
)
|ξ1 = x1, ..., ξn = xn

]
(三.13)

由于 ξ1, ξ2, ..., ξn 是独立同分布的，所以：

dFξ1,ξ2,...,ξn(x1, x2, ..., xn) = dFξ1(x1)...dFξn(xn) = dFξ(x1)...dFξ(xn) (三.14)

另外可知：

P
[
ρn > σ

{ n∑
i=1

ξi
}∣∣ξ1 = x1, ..., ξn = xn

]
= 1− σ

{ n∑
i=1

xi

}
(三.15)

因此，把它们代入到 P (En) 中，就可以得到：

P [En] =

∫ Z

0

∫ Z−x1

0

...

∫ Z−
∑n−1

i=1 xi

0

P
[
ρ1 > σ(ξ1)|ξ1 = x1

]
× · · · × P

[
ρn−1 > σ

( n−1∑
i=1

ξi
)
|ξ1 = x1, ..., ξn−1 = xn−1

]
× P

[
ρn ≤ σ

( n∑
i=1

ξi
)
|ξ1 = x1, ..., ξn = xn

]
dFξ(x1)...dFξ(xn)

(三.16)
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P [En] =

∫ Z

0

∫ Z−x1

0

...

∫ Z−
∑n−1

i=1 xi

0[
1− σ(x1)

]
···

[
1− σ(

n−1∑
i=1

xi)
][
σ(

n∑
i=1

xi)
]
µe−µx1 ...µe−µx1dx1...dxn

(三.17)

引入 zi = (
∑i

j=1 xj) 和 α(·) = 1− σ(·)：

P [E1] =

∫ Z

0

σ(z1)µe
−µz1dz1 (三.18)

P [En] =

∫ Z

0

dznµ
nσ(zn)e

−µzn

∫ zn

0

dzn−1α(zn−1)

∫ zn−1

0

dzn−2α(zn−2)···
∫ z2

0

dz1α(z1)

=

∫ Z

0

dz1σ(z1)µ
ne−µz1

∫ z1

0

dz2α(z2)

∫ z2

0

···
∫ zn−1

0

dznα(zn)

(三.19)

注意上式中，e−µzn = e−µx1···e−µxn。

剩下的内容就是数学归纳法了，因为没有什么关于实际意义的内容，所以不再赘述。另外，在 [4] 的
补充材料里，还有更一般的分析讨论，大家有兴趣可以参考一下。
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