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前言及简介

DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您
获得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对
书的内容建议和出现的错误欢迎在网站留言。

0.1 本书前言

蒙特卡洛光线追踪基于重要性采样，可以更快地收敛到方差较小的范围。

而基于此，重要性重采样技术（RIS）可以比一般的蒙特卡洛光线追踪方法有更低的方差。同
时，重要性重采样技术也可以与分层抽样、多重重要性采样（MIS）等方法相结合。使用 RIS 可
以在直接采样光中降低 33% 的方差，使用 RIS 来采样 BRDF 也同样会带来更好的结果。
我们将在本书中介绍和分析 RIS 原理，给出更通俗易懂的描述。
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本章介绍重采样重要性采样的基本原理和简单的证明过程。

1.1 蒙特卡洛与重要性重采样

我们先使用蒙特卡洛方法进行估计：

I =
∫
Ω

f (x)dµ(x) ≈ 1
N

N∑
i=1

f (ti)
q̂(ti)

(1.1.1)

这里的 q̂ 是产生的样本 ti 的概率密度函数。

首先我们介绍采样重要性重采样技术（Sampling Importance Resampling (SIR)），该技术由
[1] 提出。
假如我们想从概率密度函数为 g 的分布中生成样本 [2]，但是由于 g 没有一个解析解的形式

或者太复杂，我们不能直接生成（无法求反函数），所以我们就先从一个分布 p 中产生样本分布，

并把这些样本合理地加权。然后，通过从这些样本中抽取一个与权重成比例的样本，对这些样本

进行重新采样。

[1]. 从 p 产生 M 个样本，X =
〈
X1,X2, ...,XM

〉
。

[2]. 从每个样本计算权重 wj。

[3]. 从 X 中以正比于
〈
w1,w2, ...,wM

〉
的概率密度抽取一个样本 Y。

如果我们权重计算 wj =
g(Xj )
p(Xj )
，则产生的样本 Y 将近似于 g 分布。重采样的效果其实等同于

从 p 中采样然后“过滤”它们，因此有一个近似于 g 的分布。

当样本数 M=1 时，Y 的分布就是 p，但是当 M 趋近于无穷大的时候，Y 的分布就会接近于

g。我们可以这么思考，比如 p 是 [0,1] 之间的均匀采样，那么 pdf=1 是个常数，因此我们可以
发现 wj 权重其实就是 g(Xj )，因此相当于我们采样到的这堆样本中，样本 Xj 对应于权重 g(Xj )。
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当样本无限多的时候，其实样本 Xj 就恰好具有 g 分布。因此，M 必须要非常大，才能让偏差小
到可以被忽略。

我们引用 [2] 中的示例，假设 g 正比于 cos(θ)+sin4(θ)，且 p 是均匀的，则 Y 的分布随着 M
的不同如下：

对 M 的不同值进行重要性重采样后得到的分布。在 M=1 时，分布为 p。在 M 为无穷大时,
分布为 g。对于 M 的其他值，分布在 p 和 g 之间插值，尽管插值的确切方式未知。左侧 M=2 和
M=8 的低值是密度估计方法的 artifacts。

1.2 重采样的重要性采样

把重要性重采样技术与蒙特卡洛方法相结合就叫做“重采样的重要性采样”Resampled Im-
portance Sampling（RIS）。
现在我们想估计函数 f 的积分值。假设我们有两个概率密度函数，一个为 p，另一个为 g。p

可以被直接采样，但是并不是 f 的很好的近似；g 是 f 很好的近似，但是可能无法被归一化或者

很难来进行采样。

RIS 方法可以让我们用无偏的方式来使用 g，可以用 SIR 技术从样本中获得近似 g 的分布。

这里需要注意的是，虽然我们得到的分布并不是完美和 g 分布一样的，但是对于使用这个样本去

估计函数值来说，方法可以是无偏的。

加权重要性采样：

ÎRIS =
1
N

N∑
i=1

w(Xi ,Yi)
f (Yi)
g(Yi)

(1.2.1)

注意权重函数 w 必须要正确的选择，我们注意到 g 并不是归一化的，且 Y 的密度只是 g 的

近似。其实计算也很简单，在重采样阶段的权重的平均即可：

w(Xi ,Yi) =
1
M

M∑
j=1

wi,j (1.2.2)

=⇒ ÎRIS =
1
N

N∑
i=1

( f (Yi)
g(Yi)

· 1
M

M∑
j=1

g(Xi,j )

p(Xi,j )

)
(1.2.3)

当 M = 1 时，RIS 其实就是标准的重要性采样了，概率密度为 p。

为了保证 RIS 的估计是无偏的，需要保证两个条件：（1）g 和 p 必须要处处大于等于 0。（2）
M 和 N 必须大于 0。
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无偏性以及方差的证明可以在 Talbot 的硕士论文 [3] 的附录中看到。

1.3 全局光照中的应用

在 RIS 中，我们可以看到权重的计算 w(Xi ,Yi) 与 Xi 和 Yi 都有关。我们需要首先产生一组

样本 Xi，然后从中抽取一个样本 Yi。

在光线追踪的直接光照中，我们可以如此应用 RIS 方法。首先我们给出光传输方程：

L(p′→ p) = Le(p
′→ p) +

∫
A

f (p′′→ p′→ p)L(p′′→ p′)V (p′′↔ p′)G(p′′↔ p′)dA(p′′) (1.3.1)

V 代表表面可见性。由于计算可见性分布很难，所以我们令 g = f ·G ·Le。我们可以用其他概

率密度来计算光照，然后生成符合 g 分布的样本。这样的估计就会获得更理想的结果。

尽管这种方式是无偏的，但是估计方差还是会与 M 和 N 的选取有关。如何适当选择理想的
M 和 N 是一个很重要的挑战。

1.4 期望分析

首先来分析一下期望：

E
(
ÎRIS

)
= E

[
1
N

N∑
i=1

( f (Yi)
g(Yi)

· 1
M

M∑
j=1

g(Xi,j )

p(Xi,j )

)]
(1.4.1)

由于：

E(X ·Y ) = E
(
E(Y |X) ·X

)
(1.4.2)

所以可以转化为：

E
(
ÎRIS

)
= E

[
E
( 1
N

N∑
i=1

f (Yi)
g(Yi)

∣∣∣∣X1, ...,XM

)
· 1
M

M∑
j=1

g(Xi,j )

p(Xi,j )

]
(1.4.3)

注意上式中，内部的期望表示在给定使用 p 分布抽样好的 M 个数据前提下，f (Y )
g(Y ) 的期望。Y

是从这 M 个数据中抽取的。
因为所有的 Y 样本都是独立同分布的，所以求和的期望其实就是单个的期望：

E
(
ÎRIS

)
= E

[
E
( f (Y )
g(Y )

∣∣∣∣X1, ...,XM

)
· 1
M

M∑
j=1

w(Xj )
]

(1.4.4)

由于 Y 是从 X 中抽取的，所以我们可以这么来表示里面的期望：

E
( f (Y )
g(Y )

∣∣∣∣X1, ...,XM

)
=

M∑
k=1

( f (Xk)
g(Xk)

· w(Xk)∑M
j=1w(Xj )

)
(1.4.5)

E
(
ÎRIS

)
= E

[ M∑
k=1

( f (Xk)
g(Xk)

· w(Xk)∑M
j=1w(Xj )

)
· 1
M

M∑
j=1

w(Xj )
]

(1.4.6)
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化简一下就可以得到：

E
(
ÎRIS

)
= E

[
1
M

M∑
k=1

( f (Xk)
g(Xk)

·w(Xk)
)]

= E
( f (Xk)
g(Xk)

·w(Xk)
)

(1.4.7)

= E
( f (Xk)
g(Xk)

·
g(Xk)
p(Xk)

)
= E

( f (Xk)
p(Xk)

)
(1.4.8)

注意最终得到的期望就是重要性采样的期望，因此它是无偏的。

1.5 参数的选择简介

我们先来讨论参数 g 和 p 的选择。其实也很简单，越与被积函数 f 相似，肯定方差就越小；

同时我们还需要尽量保证 p 分布的样本比较容易获取。

在考虑计算函数时，应该从多个方面同时考虑来估计 M 和 N 的取值关系：

[1]. 从 p 分布中获取一个样本并估计其权重的时间 TX

[2]. 进行重采样的时间 r(M)（很小，可以被忽略）

[3]. 计算 RIS 估计的时间（根据抽取的样本计算估计）TY

因此，总时间消耗就是：

T =MNTX +N
(
r(M) +TY

)
≈MNTX +NTY (1.5.1)

我们的目标其实就是尽可能在减少方差的同时降低运行时间，因此，方差和 TX 和 TY 共同决

定了 M 和 N 的选取。当我们不能去估计 TX 和 TY 时，一个合理的方案是令 M=1，即直接使用
重要性采样。
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本章通过程序来测试无偏性。

2.1 准备工作

我们假设要求函数积分：

f (x) =
∫ 2

0
x2 sinxdx (2.1.1)

程序如下：

1 f l o a t func t i on1 ( f l o a t x ) {
2 re turn x ∗ x ∗ s i n ( x ) ;
3 }

我们希望用 g(x) = x sinx 的概率密度来求，我们目前只能比较容易地得到 p(x) = x
2 的概率密

度。

P(x) =
x2

4
(2.1.2)

P(x)−1 = 2
√
x (2.1.3)

下面的代码产生的 [0− 2] 之间的数字符合概率密度函数 p(x)：

1 #inc lude <math . h>
2 #inc lude <s t d i o . h>
3 #inc lude ” time . h”
4 f l o a t myRandom( ) {
5 re turn rand ( ) / (RAND_MAX + 1 . 0 ) ;
6 }
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7 f l o a t generate_p_data ( f l o a t ∗ pdf ) {
8 //输出 pdf为p的 data
9 f l o a t x = 2 ∗ sq r t (myRandom( ) ) ;

10 ∗ pdf = 0 .5 ∗ x ;
11 re turn x ;
12 }

产生符合 g 分布的程序如下：

1 f l o a t g_d i s t r i bu t i on ( f l o a t x ) {
2 //输出g分布权重
3 re turn x ∗ s i n ( x ) ; ;
4 }

2.2 均匀采样

均匀采样来估计函数积分的表示如下：

1 //均匀采样
2 i n t count = 1000000;
3 f l o a t sum1 = 0.0 f ;
4 f o r ( i n t i = 0 ; i < count ; i++) {
5 sum1 += funct i on1 (2 ∗ myRandom( ) ) / 0 .5 f ;
6 }
7 sum1 /= ( f l o a t ) count ;
8 p r i n t f ( ” r e s u l t 1 ␣=␣%f \n” , sum1) ;

采样 1000000 次，然后取平均。注意，从概率估计的角度，除以 0.5 表示 [0-2] 之间的均匀样
本 pdf 为 0.5；从函数均值的角度来说就是函数均值乘以函数区间 2。

2.3 用 p 重要性采样

重要性采样的程序稍微复杂一些：

1 //使用p进行重要性采样
2 f l o a t sum2 = 0.0 f ;
3 f o r ( i n t i = 0 ; i < count ; i++) {
4 f l o a t pdf ;
5 f l o a t x = generate_p_data(&pdf ) ;
6 i f ( pdf > 0) {
7 sum2 += funct i on1 ( x ) / pdf ;
8 }
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9 }
10 sum2 /= ( f l o a t ) count ;
11 p r i n t f ( ” r e s u l t 2 ␣=␣%f \n” , sum2) ;

为了防止出现除以 0 的情况导致结果为 nan，我们判断 pdf 是否大于 0，并不把 pdf=0 的情
况去除掉（因为这里的情况下 pdf 为 0 说明 x=0，计算出的函数值也是 0，因此直接舍弃即可）。

2.4 最基本的 RIS 算法
RIS 的过程稍微比较长：

1 //使用重采样重要性采样技术
2 f l o a t sum3 = 0.0 f ;
3 count = 100000;
4 f o r ( i n t i = 0 ; i < count ; i++) {
5 //生成 100个样本
6 f l o a t sum_distr ibut ion = 0 .0 f ;
7 f l o a t X[ 1 0 0 ] , w[ 1 0 0 ] ;
8 f o r ( i n t j = 0 ; j < 100 ; j++) {
9 f l o a t pdf ;

10 X[ j ] = generate_p_data(&pdf ) ;
11 f l o a t g_dis = g_d i s t r i bu t i on (X[ j ] ) ;
12 w[ j ] = g_dis / pdf ;
13 sum_distr ibut ion += w[ j ] ;
14 }
15 //根据权重采样出其中一个样本
16 f l o a t sample_w = sum_distr ibut ion ∗ myRandom( ) ;
17 i n t num = 0 ;
18 f l o a t accum_distr ibut ion = 0 .0 f ;
19 f o r ( i n t j = 0 ; j < 100 ; j++) {
20 accum_distr ibut ion += w[ j ] ;
21 i f ( accum_distr ibut ion > sample_w ) {
22 num = j ;
23 break ;
24 }
25 }
26 //使用该样本去估计
27 f l o a t oneEstimate = func t i on1 (X[num] ) / g_d i s t r i bu t i on (X[num] ) ∗

0 .01 ∗ sum_distr ibut ion ;
28 i f ( ! i snan ( oneEstimate ) ) {
29 sum3 += oneEstimate ;
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30 }
31 }
32 sum3 /= ( f l o a t ) count ;
33 p r i n t f ( ” r e s u l t 3 ␣=␣%f \n” , sum3) ;

在程序中，设 M=100，N=100000。同理，在对分布为 0 的情况中，为了程序更简单，我们
对每一次的估计做判断，如果产生了 nan 数据，就把此次估计去除。
运行程序可得：

1 r e s u l t 1 = 2.467711
2 r e s u l t 2 = 2.467355
3 r e s u l t 3 = 2.468436

由此可知我们的估计方法得到的值和均匀采样以及重要性采样基本一致。

2.5 改进 RIS
上面的代码中我们只每次在产生的 M个样本中抽取一个，这样似乎效率并不高。我们试试抽

取十个取平均作为一次估计：

1 //根据权重采样出其中一个样本
2 f l o a t sum_1M = 0.0 f ;
3 f o r ( i n t k = 0 ; k < 10 ; k++) {
4 f l o a t sample_w = sum_distr ibut ion ∗ myRandom( ) ;
5 i n t num = 0 ;
6 f l o a t accum_distr ibut ion = 0 .0 f ;
7 f o r ( i n t j = 0 ; j < 100 ; j++) {
8 accum_distr ibut ion += w[ j ] ;
9 i f ( accum_distr ibut ion > sample_w ) {

10 num = j ;
11 break ;
12 }
13 }
14 //使用该样本去估计
15 f l o a t oneEstimate = func t i on1 (X[num] ) / g_d i s t r i bu t i on (X[num] ) ∗

0 .01 ∗ sum_distr ibut ion ;
16 i f ( ! i snan ( oneEstimate ) ) {
17 sum_1M += oneEstimate ;
18 }
19 }
20 sum_1M /= 10 .0 f ;
21 sum3 += sum_1M;
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因为对于每次抽样而言，无论抽一个还是抽多个，期望都是一样的，所以也是无偏的。当我

们选择的样本量 M 比较大时，这可以帮我们有效的节省时间。
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