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前言及简介

DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您
获得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对
书的内容建议和出现的错误欢迎在网站留言。

0.1 本书前言

支持向量机自从被提出以后，在分类的等问题上大放异彩。大部分人使用支持向量机都是直

接调用 python 的相关程序，而对支持向量机的内部工作原理和推导认识并不是很充分。网上的
参考资料也都不是非常全面，不好理解。

我希望能对 SVM 支持向量机进行最详细和全面的原理介绍，并介绍一些实际使用上的术语
和经验。相比于庞大的神经网络架构，支持向量机虽然也发展的越来越复杂，但终究好把握一些。

我们很难将 SVM 中所有的基础内容都研究透彻，尤其是涉及到凸优化和运筹学的一些专业
知识更是如此。在这里，我的建议是，某些已经被数学家们证明过的定理，我们可以先直接使用

（比如 KKT 条件）；在 SVM 上的推导和流程，我们要好好掌握，重点是先把整个流程走通。最
后，细节部分再慢慢补充，就可以起到事半功倍的效果。本书只是一个基础和引子，更进阶的内

容会在后续进行发布，包括一些对偶性的推导，以及 SMO 求解方法等。
本书的售价是 3 元（电子版），我们不直接收取任何费用，如果本书对大家学习有帮助，可以

往我们的支付宝账户（17853140351）进行支持，您的赞助将是我们 Dezeming Family 继续创作
各种计算机视觉、图形学、机器学习、以及数学原理小册子的动力！
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本章讲解支持向量机的提出和基本原理，明确分类器的目标和相关约束项。

1.1 支持向量机的引入

SVM 由机器学习大牛 Vladimir Naumovich Vapnik（俄罗斯统计学家）和他的一些同事于
1995 年提出（主要是软间隔分类），由于原理清晰明确（当时的最优化理论已经发展到很高的水
平了），功能强大，因此得到了很广泛的应用。

SVM 是建立在统计学习理论的 VC 维理论（Vapnik 的 VC 维理论为他带来了很多奖项和荣
誉）和结构风险最小原理基础上的。

首先解释一下结构化风险，结构化风险 = 经验风险 + 置信风险，经验风险就是分类器在给
定的样本上的分类误差，而置信风险是在未知样本上分类的误差。我们在训练模型时，会让模型

的结构化风险变得非常小，但是至于这个模型能否预测未知样本，我们关注的是置信风险，显然，

如果训练模型的样本数越多，那么置信风险就会变得越小；如果分类函数越复杂，则说明分类函

数的普适性越差，则会增加置信风险。

这里衡量函数复杂性的方式就是 VC维理论，我们这里只做一个简单的解释，具体详细的 VC
维理论可以参考 Dezeming Family 的《统计学习 VC 维理论》一书。比如我们使用一条直线来拟
合样本，那么拟合度可能不会很好，因此，我们可以使用二次曲线、三次曲线甚至更高次的曲线，

曲线越复杂，则经验风险就会越低，但是很容易过拟合，因而增大置信风险。因为置信风险是用

来衡量未知样本的，所以我们无法真正地计算出精确值，只能进行估计。

SVM 的意义是为了让经验风险和置信风险的和最小。SVM 可以进行非线性分类，这是由于
其松弛变量（惩罚变量，用于软间隔）和核函数的作用（其实就是一种映射关系），我们会在后面

进行详细解释。

如果样本特征量很多，即样本维度很高，则相比于其他的分类器，SVM 的作用非常好，因为
它只需要“支持向量”就可以分类，因此如果遇到几万维的样本（比如文本分类），则除了降维的

方法（或者有效信息提取，整理和压缩等），得益于其核函数的 SVM 也可以做得非常好。在《机
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Chapter 1. 支持向量与大间隔分类器 7

器学士实战》[5]的第一个机器学习例子中，对于 kNN算法，如果是几万维的样本，比如 400X600
的图像，那么运算量岂不是超级大？而 SVM 可以通过一些加速算法有效避开不重要的样本，只
需要少量的样本和构成支持向量的样本来不断优化，直到达到最优解。

关于 SVM 的基本介绍就讲这么多了，下面我们开始了解 SVM 分类器的基础思想。

1.2 大间隔分类器

我们先假设一个最简单的情况：我们有一堆样本，这些样本一共分为两类，每个样本有两个

特征，分别标记为 x1 和 x2，整个样本集的示意图表示为：

上图中，红色和绿色圆圈分别代表不同类别的样本；红线、蓝线和绿线分别是把这些样本分

隔开的分界线（考虑到多维的情况，我们称之为超平面）。我们可以感受到，虽然红线和蓝线能把

已经存在的样本正确地区分开，但是总归是不够好，而绿线则看起来非常完美。

红线和蓝线存在什么问题呢？我们看下图：

可以看到，两种样本中，距离超平面最近的样本离着超平面太近了，即图中蓝线标注出来的

距离，而当出现一个新的样本，如图中蓝色圆圈，我们就很难把它进行分类。因此，我们希望样

本距离超平面的距离尽可能远：
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这样显而易见，蓝色圆圈应该被划分为红色圆圈一类。综上所述，我们需要我们的超平面能

够尽可能离着最近的样本越远，这个距离（上图的蓝线）构成的向量我们称之为支持向量。根据

超平面需要尽可能离着样本更远可知，我们需要让其间隔更大，即大间隔分类器。

Thinking 1.1 (间隔最大化的意义) 为什么要让间隔最大，这是因为几何间隔与样本误分次数

N 之间的关系为 N ≤
(
2R
δ

)2
，其中 δ 是样本集到分类面的间隔，R 是所有样本里向量长度

最长的值，R =max(∥xi∥)（我们可以这么思考：当向量长度越长，则说明样本分布的范围越
大，就越容易被误分；当样本间隔越大，说明不同的样本区别越明显，就越容易分类正确）。

（这里关于误分次数和间隔的关系式是我在很多网络博客和发布在网站的 PPT 上找到的，
但我实在不清楚它是哪篇论文或者著作来证明的，我也问了很多从事机器学习研究的人，他

们都说不知道，据网上说这还是某个面试题。）

1.3 超平面的表示

在二维平面上，假如两轴各代表样本的一个特征 x1 和 x2，因此平面上的一个分隔线（高维

就是超平面，下面用超平面来描述）可以定义为：

w1x1 +w2x2 + b = 0 (1.3.1)

即可以写为：

wTx + b = 0 (1.3.2)

当扩展到多维时也是如此。

某点离超平面的距离可以计算为：

r =
|wT · x + b|
∥w∥

(1.3.3)

∥w∥ =
√
w2

1 +w2
2 (1.3.4)

∥w∥ 在数学上被称为 w 的二范数。因为很简单，上式的推导过程暂且不提（可以自行上网查

找“点到直线的距离推导”）。

如何增大间隔，其实根据公式我们可以看出，可以减小 ∥w∥ 或者增大 |wT · x + b|。我们通常
会选择固定 |wT ·x+b| 并努力缩小 ∥w∥ 的值，而不是固定 ∥w∥ 来寻找最大的间隔：想想看，比如
上面的例子，w 表示的是曲线的倾斜程度，即不同的 w 描述的曲线倾斜度不一样，如果我们固定

了倾斜度（注意这里的倾斜度不是斜率，因为横纵轴都是样本特征值，而不是笛卡尔坐标系来描

述的函数关系），则无法找到更好的超平面了。

我们先不考虑固定 |wT ·x+ b| 的意义，我们现在只考虑我们的目标，即 min(∥w∥)，也就是等
价于 min( 12 ∥w∥

2)，这里的 1
2 是为了求导之后抵消掉平方项带来的 2。虽然我们的目标是要使得

∥w∥ 最小，但我们还是需要加约束条件，因为其实当 w 里的分量都是 0 的时候它就是最小的，但
任何样本计算以后得到的 wTx + b 值就都是 b 了，这样还怎么区分呢？
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于是，我们设对于上下分隔面上的点来说，|wT ·x+ b| 固定为 1，如下图。这样也就是说，对

于所有样本点，都是要满足：

|wT · x + b| ≥ 1 (1.3.5)

至于为什么是 1，后面我会再进行描述。其实其他值也是可以的，但是 1 更简洁。

或许聪明的读者发现了一个问题，我们这个限定条件恐怕也不够呀？因为大家可以想象如果

我们的中央分隔面在下面这个地方，不也能保证 |wT · x + b| ≥ 1 吗？

那么我们就这么来设定，即 yi = f (wTxi + b)：

wTxi + b ≥ +1 yi = +1 (1.3.6)

wTxi + b ≤ −1 yi = −1 (1.3.7)

于是，我们的目标和限定条件就是：

aim :max
( 2
∥w∥

)
=⇒min(

1
2
∥w∥2) (1.3.8)

constraint : yi ×
(
wTxi + b

)
≥ 1 f or all i (1.3.9)

1.4 间隔与几何间隔

我们再来考虑前面的问题，即上下分隔面上的点 |wT · x + b| 固定为常数以后会发生什么。
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为了方便起见，我们把上下分隔面上的点 x 计算得到的 2 |w
T ·x+b|
∥w∥ 记做“几何间隔”（这里的

2 是因为几何间隔包括上分隔面和下分隔面距离中间间隔线的距离之和），把 |wT ·x+ b| 称作“间
隔”。以后我们都使用这些术语来描述。

也就是说，当间隔固定为 1 时，几何间隔就为 γ = 2
∥w∥，即两个异类的支持向量到分隔线的距

离之和。

假如我们已经找到了最大几何间隔，我们可以得到：γ ∥w∥ = 2。

Thinking 1.2 (间隔值不影响超平面位置) 其实对于一个超平面而言，参数等比例变化不会影响

超平面的位置，也就是说，下面的超平面其实是一样的：

w1x1 +w2x2 + b = 0 (1.4.1)

a× (w1x1 +w2x2 + b) = 0 (1.4.2)

我们设间隔为 γ ′，因为这个 γ ′ 是最小间隔，所以，对于其中所有的样本 x：

min
(
yi × (wx + b)

)
= γ ′ (1.4.3)

=⇒min
(
yi × (

w
γ ′

x +
b
γ ′

)
)
= 1 (1.4.4)

所以我们可以很明确的得到：

yi × (
w
γ ′

x +
b
γ ′

) ≥ 1 (1.4.5)

=⇒ yi × (wx + b) ≥ γ ′ (1.4.6)

综上所述，我们无论设置间隔 γ ′ 为多少，都不会影响我们的原始优化问题，设置为 1 正是
为了运算简单。当然，对于几何间隔而言，系数缩放并不影响几何间隔值：

2| 1γ ′w · x + b|∥∥∥∥ 1
γ ′w

∥∥∥∥ =
2|w · x + b|
∥w∥

(1.4.7)
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本章介绍 SVM 的优化方法，即如何找到分类间隔。

2.1 凸优化问题简介

上一章的公式中，x 可以被认为是变量，w 是系数，所有可以取值的 w 构成一个集合，但是

根据前面所述，这个集合是有一定限定条件的，不能随便取值。

对于限定条件：

yi ×
(
wTxi + b

)
≥ 1 (2.1.1)

而它的可选区间是一个凸集，凸集就是，在集合中任选两点连线，它们连线上的任意一点都

在这个集合中，比如下图左，而非凸集两点连线可能不在同一个集合中，如下图右。

对于上面的线性条件，w 的取值区域就是一个凸集，而又因为我们要最小化的目标是 1
2 ∥w∥

2

是一个二次函数，因此这就是一个凸二次规划问题（见 DezemingFamily 的《凸二次规划问题》）。
凸二次规划问题不但有最优解，而且还可以通过计算来得到。

如何解不带约束项的函数最简单，只需要求极值即可。当只带等式约束项时，也不难解，只需

要构造拉格朗日函数就可以转换为没有约束项的最优化问题，具体方法大家可以参考 Dezeming-
Family 的拉格朗日乘子法相关书。
但是我们当前的优化问题是带着不等式约束项的，这就给我们的优化问题带来了困难，不过

好在，数学家们有办法解决，我们需要通过某种手段，将带不等式约束项的优化问题转换为只有

等式约束项的优化问题。

11
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2.2 转化最优解问题

在求解问题时，可以看到 b 只是起到截距的作用，也就是说，当你确定了 w 时也就确定了 b，

同时，因为中间的分隔面是 wx + b = 0，你也会确定中间的分隔面。

我们思考一个重要问题，w怎么确定？很显然，w是恰好处于上下分界面上的点来确定的，而

跟其他点无关。其他点只要分类正确就可以了，而上下分界面上的点就是决定其值的标准：

我们上一章讲过，因为间隔为 1，两个异类支持向量的间隔和就是 2。因为 w 只与支持向量

有关，所以我们其实可以把这个优化问题理解为在一定约束条件下的优化（设样本数为 n）： maxw,b
2
∥w∥

s.t. yi ×
(
wTxi + b

)
≥ 1, i = 1,2, ...,n

(2.2.1)

我们其实可以转化为：  minw,b ∥w∥

s.t. yi ×
(
wTxi + b

)
≥ 1, i = 1,2, ...,n

(2.2.2)

根据《拉格朗日乘子法——带不等式约束项的函数优化》，可以把这个问题写作下面的表示方

法：  minw,b
1
2 ∥w∥

2

s.t. 1− yi ×
(
wTxi + b

)
≤ 0, i = 1,2, ...,n

(2.2.3)

之前已经讲过，∥w∥2 = wTw 是为了方便求偏导计算，毕竟优化目标是一致的。

我们使用拉格朗日乘子法，得到下面的拉格朗日函数：
L(w, b,α) = 1

2 ∥w∥
2 +

∑n
i=1αi

(
1− yi × (wTxi + b)

)
s.t. αi ≥ 0

1− yi × (wTxi + b) ≤ 0

(2.2.4)

这个带约束项的问题可以转化为（这个转化的证明来自于运筹学与凸优化）： minw,bmaxα L(w, b,α)

s.t. αi ≥ 0
(2.2.5)
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Thinking 2.1 (转化的合理性思考) 我门简单来分析一下它的转化的合理性。由于 w 和 b 并没

有明确的限制，所以理论上可以取任何值。

(1) 如果 1− yi × (wTxi + b) > 0，则理论上 maxα L(w, b,α) 则可以无限大，因此就失去了意

义。

(2) 如果 1− yi × (wTxi + b) ≤ 0，则理论上 maxα L(w, b,α) 就存在最大值，也就是 0（当 α

都是 0 时），因此原式就等于 minw,b
1
2 ∥w∥

2。

综合（1）和（2），就能得到：

min
w,b

max
α

L(w, b,α) = min
w,b

(
∞,

1
2
∥w∥2

)
(2.2.6)

这只是直觉上的解释，具体的证明还得依赖于凸优化原理。

转化以后的问题仍然需要继续转换，转化为对偶问题： maxαminw,b L(w, b,α)

s.t. αi ≥ 0
(2.2.7)

Thinking 2.2 (对偶问题的简介) 弱对偶关系（凤尾大于鸡头）：

minmaxL ≥maxminL (2.2.8)

强对偶关系：

minmaxL =maxminL (2.2.9)

对于一个凸二次规划问题，是满足强对偶关系的，所以可以这么转换。

求解 maxα L(w, b,α)，直接对 w 和 b 的偏导为 0，可以得到： w =
∑n

i=1αiyixi

0 =
∑n

i=1αiyi
(2.2.10)

Thinking 2.3 (一些简单的思考) 我们先不考虑把上面的式子代入到拉格朗日函数中，而是停

下来，思考一下上面两个式子的形式。

可以看到，w 的值是样本点 xi 的线性组合；其次，对 yi 的同样系数的线性组合结果竟然

是 0，为什么会这样？

首先，既然 w 肯定是仅仅由样本就能够确定的，所以 w = f (x1,x2, ...,xn)。我们回想，平面
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最少两点就能确定一条直线，立体空间最少三个点就能确定一个平面。

假如平面中已知两点 P1 和 P2，则过两点直线中任意一点可以表示为 P = P1 + k(P2 − P1)。
假如立体空间中已知不共线的三点 P1、P2 和 P3，则过三点的平面中任意一点可以表示为

P −P1 = k1(P2 −P1) + k2(P3 −P1)。由此看出，分隔面与样本点之间的关系符合线性关系。

同时，αi , 0 仅在上下分界面上的样本点符合，其他点都是 αi = 0，我们就可以大概感受一

下为什么对 αiyi 的线性组合得到的结果是 0 了。

我们把得到的两个式子代入到拉格朗日函数中，消去 w 和 b：
maxα

∑n
i=1αi − 1

2

∑n
i=1

∑n
j=1αiαjyiyjx

T
i xj

s.t.
∑n

i=1αiyi = 0

αi ≥ 0, i = 1,2, ...,n

(2.2.11)

我们设函数模型为 f (x) = wTx+b，列出相关的 KKT 条件（原始、对偶问题具有强对偶关系
的充分必要条件，这是由强对偶关系来得到的）：

αi ≥ 0

yif (xi)− 1 ≥ 0

αi

(
yif (xi)− 1

)
= 0

(2.2.12)

其中，αi

(
yif (xi)−1

)
= 0 被称为松弛互补条件，是最重要的 KKT 条件。αi 是大于等于 0 的，

括号里面的部分小于等于 0。
可以看到，当 αi > 0 时，yif (xi) = 1 就可以成立，说明该向量 xi 是在上下分隔面上的点，构

成支持向量。否则，yif (xi) , 1，则 αi = 0，xi 不再是上下分隔面上的点，不构成支持向量。

因此，当训练完以后，SVM 只与支持向量有关，其他向量都不再会被考虑了。
由于样本里一定会存在 (xk , yk)，满足 ykf (xk)− 1 = 0，可以推出：

yk
(
wTxk + b

)
= 1 (2.2.13)

=⇒ y2
k

(
wTxk + b

)
= yk (2.2.14)

=⇒
(
wTxk + b

)
= yk (2.2.15)

=⇒ b = yk −wTxk = yk −
N∑
i=1

αiyix
T
i xk (2.2.16)

这样就得到了该超平面的参数表示。

Thinking 2.4 (拉格朗日对偶性简述) 所谓二次规划问题，比如上面的 min 最优化函数：

min
w,b

1
2
∥w∥2 (2.2.17)

s.t. 1− yi ×
(
wTxi + b

)
≤ 0, i = 1,2, ...,n (2.2.18)
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这里的 ∥w∥2 就是一个二次函数，所以称为二次规划。且由于这是凸函数，所以称为凸二次
规划。

在做二次规划问题时，可以从主问题和对偶问题两个角度来思考，根据拉格朗日对偶性，将

原始问题转化为对偶问题，然后通过解对偶问题来得到原始问题的解。对偶问题的复杂度

往往会低于主问题。

关于对偶问题的原理我不在本书里详细介绍，因为如果单独拎出来一章讲解对偶会打乱

SVM 的讲解规划。不了解对偶性并不会耽误后面对于 SVM 和核函数的理解，该内容可

以运筹学书籍中找到详细的解释和证明。

2.3 求解方法简述

虽然上述问题是一个二次规划问题，但我们很难用常规的二次规划方法求解，因为样本数量

越多，这个问题的规模就越大，求解就越慢。

我们可以看出，SVM难的地方并不是它的思想，而是它的求解方法——怎么样找到最合理的
支持向量？

我们再来看一下我们要求解的问题：


maxα

∑n
i=1αi − 1

2

∑n
i=1

∑n
j=1αiαjyiyjx

T
i xj

s.t.
∑n

i=1αiyi = 0

αi ≥ 0, i = 1,2, ...,n

(2.3.1)

一般现在主要使用 SMO 算法来求解，它首先选择其中的两个参数 αi 和 αj：

n∑
i=1

αiyi = 0 (2.3.2)

αiyi +αjyj = −
∑
k,i,j

αkyk = c (2.3.3)

我们再用 αiyi +αjyj = c 消去变量 αi，就得到了单变量二次规划问题，求解就会容易一些。

SMO求解有一大堆理论基础，我们暂时先不考虑这些内容，我也不想把这个入门的小册子给
搞成长篇大论（主要原因还是因为很久没有再看过优化理论了，很多内容也都忘了，但这并不妨

碍我们使用 PRTools 或者 sklearn 的 svm，所以这里就暂时先不提这些内容）。
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本章主要讲解核函数和软间隔这种实际分类中会遇到的情况。

3.1 软间隔

软间隔就是可以允许一定的错误，即下面的条件不一定对所有样本 xi 都成立：

1− yi × (wTxi + b) ≤ 0 (3.1.1)

最优化的目标就可以写为：

min
w,b

1
2
wTw+ loss (3.1.2)

我们可以使用距离来表示：

if 1− yi × (wTxi + b) ≤ 0 =⇒ loss = 0 (3.1.3)

if 1− yi × (wTxi + b) > 0 =⇒ loss = 1− yi × (wTxi + b) (3.1.4)

于是最优化目标就是（其中，C 是常数）：

min
w,b

{
1
2
wTw+C ·

N∑
i=1

max
[
0,1− yi × (wTxi + b)

]}
(3.1.5)

令 max
[
1− yi × (wTxi + b)

]
= ξi，于是 ξi ≥ 0。原式就可以写为：

min
w,b

{
1
2
wTw+C ·

N∑
i=1

ξi

}
(3.1.6)

yi × (wTxi +b) 是样本距离上下分隔面的距离。在超平面上，wTxi +b = 0，见下图。对于红点

来说，在上分隔面以及以上的点，yi × (wTxi + b) ≥ 1，此时 ξi = 0；否则，yi × (wTxi + b) < 1，此

时 ξi > 0。

16
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注意，会出现 yi × (wTxi + b) 小于 0 甚至小于-1 的情况，这说明超平面并不能完全把两类样
本分开。

上图的“距离 a”的间隔（注意是间隔，不是几何间隔）就是 ξi，该红点距离超平面的距离

间隔就是 1−ξi，注意这个距离间隔可以为负（当超平面没法把这个红点区分开时，红点在超平面
下方）。加上这些限定条件，优化目标就是：

minw,b

{
1
2w

Tw+C ·
∑N

i=1 ξi

}
s.t. yi(wTxi + b) ≥ 1− ξi

ξi ≥ 0

(3.1.7)

针对软间隔的情况，我们依然可以运用拉格朗日乘子法和转换成对偶问题来解。

3.2 核技巧的引入

在分类中，最简单的情况是二维线性可分（一维线性可分就没有什么意义了）；稍微复杂一

点，就是没法完全分开（你中由我，我中有你），需要软间隔来容错；最复杂的情况就是二维线性

不可分，比如：

对于异或问题非线性不可分，如果能通过一种转换，转换为线性，则就可以变得线性可分了。

对于某个异或问题，类别 1：[(1,0), (0,1)]；类别 2：[(0,0), (1,1)]，我们发现类别 2 的两个坐标值
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都相等，因此做下面一种映射就可以用一个平面来分开了（高维比低维更容易可分）：

xk −→ ϕ(xk) (3.2.1)

(z1, z2) −→ (z1, z2, (z1 − z2)2) (3.2.2)

我们再回顾一下优化目标：
maxα

∑n
i=1αi − 1

2

∑n
i=1

∑n
j=1αiαjyiyjx

T
i xj

s.t.
∑n

i=1αiyi = 0

αi ≥ 0, i = 1,2, ...,n

(3.2.3)

注意里面有内积表示形式 xT
i xj，当对 xk 做映射来升维时，其实优化目标应该就变为了：
maxα

∑n
i=1αi − 1

2

∑n
i=1

∑n
j=1αiαjyiyjϕ(xi)Tϕ(xj )

s.t.
∑n

i=1αiyi = 0

αi ≥ 0, i = 1,2, ...,n

(3.2.4)

我们可以定义一个函数，直接获得内积表示，而不是先进行映射，然后再求出内积，否则在

高维甚至无限维情况下，计算量过大。这个函数其实就是核函数：

K(xi ,xj ) = ϕ(xi)
Tϕ(xj ) (3.2.5)

比如我们举个例子，我们不用考虑 ϕ(xk) 的形式，而是直接定义一个核函数：

K(xi ,xj ) = e−
(xi−xj )2

2σ2 (3.2.6)

因为我们不再需要求在优化时先求映射再求内积，所以它经常被称为核技巧 (kernel trick)。
我们一般会使用正定核函数，正定核函数中，ϕ ∈ H(希尔伯特空间)。希尔伯特空间是一个线

性空间 (其实是向量空间)，它是完备的，可能是无限维空间，可以进行内积运算。我们当前只考
虑实数域上的希尔伯特空间，完备性表示对于序列来说是收敛的，而且对加减数乘等都是封闭的。

内积运算需要保证对称性（< f ,g >=< g,f >）、正定性（< f , f >≥ 0，< f , f >= 0⇐⇒ f = 0）以及

线性 < r1f1 + r2f2, g >= r1 < f1, g > +r2 < f2, g >。

我们先来看正定核函数满足的第一条性质，需要满足对称性（希尔伯特空间内积运算的对称

性）：

K(xi ,xj ) =K(xj ,xi) (3.2.7)

然后还需要满足正定性，任取 N 个元素，x1,x2, · · · ,xN，对于的 Gram 矩阵（K =
[
K(xi ,xj )

]
）

是半正定的。由于核函数满足对称性，所以 Gram 是一个实对称矩阵。可以很简单就能证明，对
于任意 N 维向量 t：

tT
[
K(xi ,xj )

]
t = tT


K(x1,x1) K(x1,x2) · · · K(x1,xN )

K(x2,x1) K(x2,x2) · · · K(x2,xN )

· · · · · ·
K(xN ,x1) K(xN ,x2) · · · K(xN ,xN )

t ≥ 0 (3.2.8)
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3.3 多分类

我们其实很容易就能感受到，SVM 设计的初衷是为了进行二分类，如果想进行多分类，就需
要一些改进。

最简单的多分类

最容易想到的方法，就是两分类——先把一个类别与其他所有类别区分开，然后再把剩下的

类别再用一个 SVM 模型区分开一类。如果有 5 个类别，就需要 4 个 SVM 模型。但是这样可能
会有问题，比如稳定性差——如果其中某个 SVM 模型对分类效果不好，则就会影响其他的分类，
比如如果第二个 SVM 不能很好地把第二类和第三、四、五类区分开，那么第三个 SVM 就要从
不好的分类中继续做分类。

假如某个样本本应该属于第四类，我们使用了第一个 SVM 以后判断其不属于第 1 类，那么
就进入下一个环节。使用第二个 SVM 以后，假设第二个 SVM 分类效果不好，则有可能因为误
差被判为属于第二类，即使被判为了不属于第二类，由于在训练时第二个 SVM 分类不好用，导
致在训练第三个 SVM 时就会训练的也不好。

改进的多分类器

改进的方法就是每定义 5个 SVM，每个的作用都是把一个类别与其他所有的类别区分开。比
如假设一共有 5 个类别，第一个 SVM 是区分第 1 类与第 2,3,4,5, 类；第二个 SVM 是区分第 2
类与第 1,3,4,5 类；以此类推。
有可能，某一个样本在通过所有这 5 个 SVM 模型以后，都被判断为属于它那一类，我们可

以根据其距离超平面的距离来决定它最终属于哪一类。如果通过所有 SVM 以后，发现这个样本
不属于其中任何一类，我们一般就只能让它作为第 6 类——一个新类。

小结

其实关于 SVM 的多分类问题有很多理论性的研究，而这些方法与基础思想都是一致的，但
是可以加强鲁棒性。大家可以参考比较老的几篇文献 [10][11][12] 来入门。

3.4 总结

到目前为止，关于支持向量机的基本概念和方法已经讲完了。虽然里面还有很多概念并没有

详细解释，但由于这些概念都是与凸优化理论相关的，没有基础知识很难进行讲解，所以就暂时

跳过了。本书作为 SVM 的入门学习已经基本足够，SVM 的重点内容就是：大间隔分类-> 对偶
转化-> 软间隔-> 核技巧-> 求解方法。其中，对偶转化我们只讲解了概念和理解；求解方法我们
仅仅做了引子（如果不把凸二次规划讲清楚，SMO 没法讲得很透彻）。
本书开始于 2021 年 5 月，但由于科研任务和安排，导致 12 月才再次开始进行编写。期间关

于这第一本 SVM 的书应该介绍哪些内容也是做了很多次安排和规划，同时为了学习不同学者的
算法理解，也观看了很多视频和文章，有数学方向的，也有非数学方向偏工程的。总之，这本轻

体量的小书就写到这里啦，关于其他更高阶的内容，会陆续在其他的小书中发布。
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