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一 线性常系数微分方程和线性常系数差分方程

很多人不喜欢、或者觉得微分方程没什么用，其实在很多专业确实是如此。但是在控制理论、系统优

化等专业方向里，随处可见的常系数微分方程证明了它的价值。在信号与系统中，可以说微分方程占据了

相当大的分量，如果忽略了它，在实际的分析中，尤其是通信工程、高频无线电等领域都会遇到无数的障

碍。

1 1 线性常系数微分方程

一阶微分方程都可以表示如下：

dy(t)

dt
+ ay(t) = x(t) (一.1)

我们知道它由一个齐次解和一个特解构成。齐次解是下面微分方程的解：

dy(t)

dt
+ ay(t) = 0 (一.2)

特解则是对应于原式的解。我们把齐次解描述为“系统的自然响应”。
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N 阶常系数微分方程可以写为：
N∑

k=0

ak
dky(t)

dtk
=

M∑
k=0

bk
dkx(t)

dtk
(一.3)

微分方程不能完全用输入来表征输出，需要加入一些附加条件。比如对于因果系统，就需要加入“初

始松弛条件”，我们以下面的方程为例：

dy(t)

dt
+ 2y(t) = x(t) = 8e3tu(t) (一.4)

=⇒ y(t) = Ae−2t +
8

5
e3t t > 0 (一.5)

初始松弛条件就是如果 t < t0 时 x(t) = 0，则 t < t0 时 y(t) = 0。因此将 y(0) = 0 代入，就能够得到：

A = −8

5
(一.6)

初始松弛条件可以使得一个线性常系数微分方程描述的系统变为时不变系统。就好比一个电路，只要

里面的电容和电阻不随时间改变，那么当你接上电源之前，电容上的电压就是 0；当你接上电源以后，电
压才开始变化。只要初始状态下，没有接电源时电容没有电压，则不管什么时候接上电源，电容上的电压

变化都是一致的（时不变性）。

1 2 线性常系数差分方程

线性常系数差分方程表示如下：

N∑
k=0

aky[n− k] =

M∑
k=0

bkx[n− k] (一.7)

我们改写一下形式：

y[n] =
1

a0

{ M∑
k=0

bkx[n− k]−
N∑

k=1

aky[n− k]

}
(一.8)

这种形式的方程叫做递归方程，因为它需要输入和以前的输出来求当前的输出，这个过程是不断递归回去

的。

我们举个例子来感受一下：

y[n]− 1

2
y[n− 1] = x[n] (一.9)

=⇒ y[n] = x[n] +
1

2
y[n− 1] (一.10)

我们加入初始松弛条件，并考虑一个输入：

x[n] = Kδ[n] (一.11)

然后就可以开始递归计算了：

y[0] = x[0] +
1

2
y[−1] = K (一.12)

y[1] = x[1] +
1

2
y[0] =

1

2
K (一.13)

y[2] = x[2] +
1

2
y[1] =

(1
2

)2
K · · · (一.14)

y[n] = x[n] +
1

2
y[n− 1] =

(1
2

)n
K (一.15)

这个系统的单位脉冲响应就是：

h[n] =
(1
2

)n
K · u[n] (一.16)
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这类系统当给定一个脉冲后，有无限长的单位脉冲响应，因此是无限脉冲响应（infinite impulse response,
IIR）系统。
我们再举一个有限脉冲响应 FIR 系统的例子。令上面的差分方程中的 N = 0，就能得到：

y[n] =

M∑
k=0

( bk
a0

)
x[n− k] (一.17)

这个系统的单位脉冲响应如下，可以看到其实上式就是卷积和的表示形式：

h[n] =

 bn
a0
, 0 ≤ n ≤ M

0, otherwise
(一.18)

二 微分、差分方程描述的滤波器

2 1 微分方程描述的滤波器

微分方程描述的滤波器多见于 RC 高通和低通滤波器。设电源输入为 vs(t)，电容两段的电压为 vc(t)，

电阻两端的电压是 vr(t)，电路图如下：

输出电压与输入电压之间的关系是：

RC
dvc(t)

dt
+ vc(t) = vs(t) (二.1)

RC
dvr(t)

dt
+ vr(t) = RC

dvs(t)

dt
(二.2)

设系统满足初始松弛条件，也就是说这是 LTI 系统，根据频率响应，如果输入是 vs(t) = ejωt，输出

就一定是 vc(t) = H(jω)ejωt，vr(t) = G(jω)ejωt。

代入求解就能得到：

H(jω) =
1

1 +RCjω
(二.3)

G(jω) =
jωRC

1 + jωRC
(二.4)

分析一下模和相位，就能感受到，电容两段输出的电压相当于低通滤波器，电阻两端的电压相当于高

通滤波器。

2 2 差分方程描述的滤波器

设某一个差分方程描述的系统为：

y[n]− ay[n− 1] = x[n] (二.5)

当输入是 ejωn 时，输出是 y[n] = H(ejω)ejωn，其中 H(ejω) 是该系统的频率响应，代入得到：

H(ejω)ejωn − aH(ejω)ejω(n−1) = ejωn (二.6)

=⇒ H(ejω) =
1

1− ae−jω
(二.7)
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可以看出上面的系统频率响应就是一个周期函数，周期为 2π。

上面的滤波器是递归时间滤波器，下面再考虑一个非递归滤波器。对于一个三点移动平均滤波器来说：

y[n] =
1

3
(x[n− 1] + x[n] + x[n+ 1]) (二.8)

得到单位脉冲响应：

h[n] =
1

3
(δ[n+ 1] + δ[n] + δ[n− 1]) (二.9)

H(ejω) =
1

3
[ejω + 1 + e−jω] =

1

3
(1 + 2 cosω) (二.10)

更一般的，我们考虑在 N +M + 1 个相邻点做平均：

y[n] =
1

N +M + 1

M∑
k=−N

x[n− k] (二.11)

H(ejω) =
1

N +M + 1

M∑
k=−N

e−jωk (二.12)

令 M = N，当它们分别是 16 和 32 时，频谱的模表示如下：

可以看到，邻域越大，就会呈现越好的低通特性。

而下面的一个系统：

y[n] =
1

2

(
x[n]− x[n− 1]

)
(二.13)

=⇒ h[n] =
1

2

(
δ[n]− δ[n− 1]

)
(二.14)

H(ejω) =
1

2
[1− e−jω] = jejω/2 sin(ω/2) (二.15)

这个滤波器就呈现出高通的作用。

三 线性常系数微分和差分方程描述的系统

本章我们会认识到频率分析对于微分、差分方程描述的系统是一个多么便利的工具。尤其是在高级微

分、差分方程中，或许我们很难得到方程的解，但是我们可以很容易判断它对于输入信号是具有高通还是

低通以及带通的作用。

3 1 线性常系数微分方程描述的系统

对于下面这个线性常系数微分方程描述的系统：

N∑
k=0

ak
dky(t)

dtk
=

M∑
k=0

bk
dkx(t)

dtk
(三.1)
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我们取两边的傅里叶变换：

F
{ N∑

k=0

ak
dky(t)

dtk

}
=

N∑
k=0

ak(jω)
kY (jω) = F

{ M∑
k=0

bk
dkx(t)

dtk

}
=

M∑
k=0

bk(jω)
kX(jω) (三.2)

因此就能得到：

H(jω) =
Y (jω)

X(jω)
=

∑M

k=0 bk(jω)
k∑N

k=0 ak(jω)
k

(三.3)

然后我们还可以进一步再求出该系统的单位脉冲响应。

3 2 线性常系数差分方程描述的系统

对于线性常系数差分方程描述的系统：

N∑
k=0

aky[n− k] =

M∑
k=0

bkx[n− k] (三.4)

同理，两边取傅里叶变换，然后得到频率响应：

N∑
k=0

ake
−jkωY (ejω) =

M∑
k=0

bke
−jkωX(ejω) (三.5)

=⇒ H(ejω) =
Y (ejω)

X(ejω)
=

∑M

k=0 bke
−jkω∑N

k=0 ake
−jkω

(三.6)

四 总结

关于系统的频率分析还可以讲很多内容，尤其是在通信系统和控制论中。

线性常系数微分方程可以理解为是偏微分方程的一个入门版本，傅里叶在热传输的研究中，写出了

《热的解析理论》，提出了三维空间的热传输方程，这就是一个偏微分方程，而偏微分方程的求解，则需要

泛函分析、拓扑学、微分几何学等各种高阶的知识。现阶段，有不少数值求解分析工具，都是可以使用的。

总之，对于系统和方程的分析是一个非常重要的内容，这也是我认为在信号系统研究中不可或缺的一

部分。
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