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一 线性时不变系统与复指数信号

复指数信号和线性时不变系统（LTI）有一个很重要的性质，我们先看连续时间信号。
现在考虑一个连续时间 LTI 系统，它的单位冲激响应为 h(t)。对于输入 x(t)，其输出可以由卷积积

分来确定输出，设输入为 x(t) = est（当然也可以是 0.8st，用 e 时，随着 t 值的增大，模 |est| 而且始终为
1），s 是复常数，则：

y(t) =

∫ +∞

−∞
h(τ)x(t− τ)dτ (一.1)

=

∫ +∞

−∞
h(τ)es(t−τ)dτ (一.2)

= est
∫ +∞

−∞
h(τ)e−sτdτ (一.3)

= H(s)est (一.4)

注意，由于 s 是复常数，所以最后得到的 H(s) 是一个常数。也就是说，输出是输入乘以一个常数。

再看一下离散的情况，设输入是 x[n] = zn（z 可以是任何复数值），其中 z 为某一个复数，卷积和可

以确定系统的输出为：

y[n] =

+∞∑
k=−∞

h[k]x[n− k] (一.5)

=

+∞∑
k=−∞

h[k]zn−k = zn
+∞∑

k=−∞

h[k]z−k (一.6)

= H(z)zn (一.7)

也就是说，如果：

x(t) = a1e
s1t + a2e

s2t + a3e
s3t (一.8)
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输出响应就是：

y(t) = a1H(s1)e
s1t + a2H(s2)e

s2t + a3H(s3)e
s3t (一.9)

二 频率响应

令 s = jω，z = ejω，上一节得到的 H(s) 和 H(z) 就可以分别表示为：

H(s) = H(jω) =

∫ +∞

−∞
h(t)e−jωtdt (二.1)

H(z) = H(ejω) =

+∞∑
n=−∞

h[n]e−jωn (二.2)

在连续时间信号的前提下，考虑某个周期信号输入：

x(t) =

+∞∑
k=−∞

ake
jkω0t (二.3)

输出就是：

y(t) =

+∞∑
k=−∞

akH(jkω0)e
jkω0t (二.4)

=

+∞∑
k=−∞

H(jkω0)
[
ake

jkω0t
]

(二.5)

y(t) 也是周期信号，且与 x(t) 有着相同的基波频率。

在离散周期信号中，设输入：

x[n] =
∑

k=<N>

ake
jk 2π

N n (二.6)

输出就是：

y[n] =
∑

k=<N>

akH(ejk
2π
N )ejk

2π
N n (二.7)

=
∑

k=<N>

H(ejk
2π
N )

[
ake

jk 2π
N n

]
(二.8)

综上，我们称 H(jω) 和 H(ejω) 是系统的频率响应函数，我们可以看到，频率响应其实就是单位冲激

响应的傅里叶变换：

H(jω) =

∫ +∞

−∞
h(t)e−jωtdt (二.9)

H(ejω) =

+∞∑
n=−∞

h[n]e−jωn (二.10)
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