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前言及简介

DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您
获得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对
书的内容建议和出现的错误欢迎在网站留言。

0.1 本书前言

在表面模型之间的渲染方程可以写为路径积分形式（见《PBRT 系列 11-代码实战-路径追
踪》）：

L(p1→ p0) = Le(p1→ p0) +
∫
A

Le(p2→ p1)f (p2→ p1→ p0)G(p2↔ p1)dA(p2) (0.1.1)

+
∫
A

∫
A

Le(p3→ p2)f (p3→ p2→ p1)G(p3↔ p2) (0.1.2)

×f (p2→ p1→ p0)G(p2↔ p1)dA(p3)dA(p2) + ... (0.1.3)

P(pn) =

n−1︷       ︸︸       ︷∫
A

∫
A

· · ·
∫
A

Le(pn→ pn−1) (0.1.4)

× (
n−1∏
i=1

f (pi+1→ pi → pi−1)G(pi+1↔ pi))dA(p2) · · ·dA(pn) (0.1.5)

=

n−1︷       ︸︸       ︷∫
A

∫
A

· · ·
∫
A

Le(pn→ pn−1)T (pn)dA(p2) · · ·dA(pn) (0.1.6)
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6 0.1. 本书前言

但是，路径积分还可以扩展到参与介质中，即辐射传输方程 LTE，这还需要一些推导方法。
可是由于时代变迁，很多有用的原理推导不断被缩减和埋没，也没有专业的技术书籍来系统地描

述和分析，尽管有很多相关的论文来提供学习，但是由于各个论文的描述会有区别，因此在学习

的过程中会产生诸多不便。

本书的内容就是根据 [1] 提供的推导，给出更通俗易懂的解读。读者需要将《光传输的符号
表示》一书覆盖的内容进行了解，尤其是关于 GK 和 KG 算子的含义。



1. 辐射传输方程的积分形式

1.1 一些基本的定义 7

1.2 LTE 的完整形式 8

本章会推导出辐射传输方程 (radiative transfer equation) 的积分形式

1.1 一些基本的定义

虽然我很想将里面的很多符号替换成自己更喜欢的方式，但是为了能够方便与原文 [1] 对比
学习，所以还是保留了原文的符号。但我实在不是很喜欢原书的符号。

三维空间中的一个点（比如表面交点，或者介质空间中任意一个点）表示为 x；ray 表示为
(x,ω)，x 是原点，ω 是方向，dσx 表示在当前点 x 处的立体角，σ⊥x 表示在当前点 x 处的投影立

体角 (含 cos 项)。
辐射传输方程就可以表示为：

(ω · ∇)L(x,ω) +σt(x)L(x,ω) = (1.1.1)

σs(x)
∫
S2
fp(x,ω

′ → ω)L(x,ω
′
)dσx(ω

′
) +Le(x,ω) (1.1.2)

(ω · ∇) 表示这里的变化率是与方向 ω 有关的。

上式右边表示发射和内散射项，我们假设方向 ω 被限制在一条直线方向上，将 (x,ω) 参数化

为 (s)，我们把发射项和内散射项写为 Z(s)：

L′(s) +σt(s)L(s) = Z(s) (1.1.3)

可以看到这是一个常微分方程，我们设 s = 0 处（介质外某一点）给一个初始条件，解得 L(s)

（介质外的光沿着这条直线前进 s 以后的亮度）：

L(s) = e−
∫ s

0
σt (r)dr

[
L(0) +

∫ s

0
e
∫ t

0
σt (r)drZ(t)dt

]
(1.1.4)

= e−
∫ s

0
σt (r)drL(0) + e−

∫ s

0
σt (r)dr

∫ s

0
e
∫ t

0
σt (r)drZ(t)dt (1.1.5)

= e−
∫ s

0
σt (r)drL(0) +

∫ s

0
e−

∫ s

t
σt (r)drZ(t)dt (1.1.6)
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8 1.2. LTE 的完整形式

上式右边的第一项表示从介质外射入的光从 s = 0 处到达 s 处的衰减，第二项表示积累的内

散射。

1.2 LTE 的完整形式

我们先把从介质外射入的光从 s = 0 处到达 s 处的衰减进行一下分析。

定义 τ(x↔ y)：

τ(x↔ y) := e−
∫ y

x
σt (z)dz (1.2.1)

如果视线穿过体空间以后能够与某表面相交，就说明有外射光照入。定义 xM(x,ω) = x +

dM(x,ω)ω，表示在 x 沿着方向 ω 前进 dM 距离以后的点（这个点应当是某个表面的交点）。我们

把外射光达到 x 以后衰减的表示写下来：

Lreduced (x,ω) :=

Lo(xM(x,−ω),ω)τ(xM(x,−ω)↔ x), dM(x,−ω) <∞

0, otherwise
(1.2.2)

示意图如下：

上面其实就是用 Lreduced (x,ω) 来表示自然光在体空间的衰减效果。

然而，在不同的场景里，符号一般是不同的：在体散射模型中，入射方向参数会指向散射位

置的方向；而表面散射模型中，则是远离散射位置的方向。所以，在体渲染中，对于某个点，我

们把光射向该点的方向设为 ωi（而在表面散射模型中 ωi 表示射入方向的反方向）：



Chapter 1. 辐射传输方程的积分形式 9

所以，BSDF 函数一般都写作 fs(x,ω′→ ω)，而相位函数一般则写作 fp(x,−ω′→ ω)，注意里

面的符号。

现在，我们给出完整的体渲染方程：

Lo(x,ω) = Lreduce(x,ω)+∫ xM (x,−ω)

x
τ(x↔ y)

(
σs(y)

∫
S2

fp(y,−ω′→ ω)Li(y,ω
′)dσy +Le(y,ω)

)
dy (1.2.3)

这个体渲染方程和在《PBRT 系列 20-专业知识理论与代码实战-渲染概率与采样》中并没有
任何不同，只是在符号表示上有所区别。



2. 更系统化的符号表示

2.1 表面模型和体介质的散射 10

2.2 解算子 11

本章对 LTE 方程做一些系统化的符号表示。

2.1 表面模型和体介质的散射

对于表面模型来说，渲染方程是：

Lo(x,ω) =
∫
S2

fs(x,ω
′→ ω)Li(x,ω

′)dσ⊥x (ω
′) +Le(x,ω) (2.1.1)

对于在参与介质中，体渲染方程是：

Lo(x,ω) = Lreduce(x,ω)+∫ xM (x,−ω)

x
τ(x↔ y)

(
σs(y)

∫
S2

fp(y,−ω′→ ω)Li(y,ω
′)dσy +Le(y,ω)

)
dy (2.1.2)

体光传输可以分为两个步骤：第一步是在表面或者介质中散射；第二步是传输和衰减。这两

个步骤可以使用线性操作符和实现。

我们先给出图示，下图中上面表示操作符在表面的效果，下面表示操作符在介质的效果：
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Chapter 2. 更系统化的符号表示 11

我们定义内散射操作符为 K，它可以表示表面上的散射 x ∈ M，也可以表示介质中的散射。
内散射操作符的意义是，对于表面来说，它把入射方向的光转到出射方向（散射）；对于体空间内

部来说，它把一个单位长度的入射方向的光转到出射方向（散射）。这里的 h 表示某种光。公式

如下：

(Kh)(x,ω) :=


∫
S2 fs(x,ω

′→ ω)h(x,ω′)dσ⊥x (ω
′), x ∈M

σs(x)
∫
S2 fp(x,−ω′→ ω)h(x,ω′)dσx(ω′), otherwise

(2.1.3)

我们还需要定义一个传输操作符 G 来表示整个体空间的传输操作。它的意义是把单位长度

的从体空间发出的和表面发出辐射度转到入射方向：

(Gh)(x,ω) :=
∫ xM(x,ω)

x
τ(x↔ y)h(y,−ω)dy (2.1.4)

+ τ(x↔ xM(x,ω))h(xM(x,ω),−ω) (2.1.5)

我们可以考虑一下渲染方程和体渲染方程，来得到均衡方程 (equilibrium equation) 的形式：

Li =G(KLi +Le) (2.1.6)

我们回顾一下在《光传输的符号表示》，定义的内容是：

Lo = Le +KGLo (2.1.7)

Li = Le +GKLi (2.1.8)

这两个地方之所以会有区别，是因为对于参与介质来说，需要考虑单位长度内的辐射度。

2.2 解算子

假设具有可逆性，则均衡方程解算子就可以写为：

Li =G(KLi +Le) (2.2.1)

⇔(I−GK)Li =GLe (2.2.2)

⇔Li = (I−GK)−1GLe (2.2.3)

解算子就是 S = (I−GK)−1G。当算子范数的 Neumann 序列收敛时，解算子就可以写为：

S =
∞∑
k=0

(GK)kG (2.2.4)



3. 路径空间积分公式

3.1 面散射的符号 12

3.2 体散射的符号 12

3.3 路径空间测量积分与路径表示 13

3.4 路径积分表示 14

3.5 小结 15

本章首先介绍统一的路径积分公式，然后将光传输扩展为一个路径积分的形式。

3.1 面散射的符号

我们一般会用箭头来表示光的流动，下面的表示方法都是基于此（需要留意一下 BSDF 和相
位函数的表示）：

Le(x −→ y) := Le(x,
−−→xy ) (3.1.1)

We(x←− y) :=We(x,
−−→xy ) (3.1.2)

fs(x −→ y −→ z) := fs(y,
−−→yx , −−→yz ) (3.1.3)

fp(x −→ y −→ z) := fp(y,
−−→xy , −−→yz ) (3.1.4)

(Gh)(x −→ y) := (Gh)(x, −−→xy ) (3.1.5)

我们可以把球面的积分表示为场景中所有表面的积分：∫
S2
f (xM(x,ω))dσ⊥x (ω) =

∫
M
f (y)G̃surf (x↔ y)dA(y) (3.1.6)

G̃surf (x↔ y) = V (x↔ y) ·
|cosθx cosθy |
||x − y||2

(3.1.7)

V (x↔ y) :=

1, if {αx + (1−α)y | α ∈ (0,1)} ∩M = ∅

0, otherwise
(3.1.8)

这里的 θx 和 θy 是两个表面的法向量 N (x)、N (y) 与 −−→xy 之间的角度。

3.2 体散射的符号

在体散射中，我们考虑放射状地沿着光线积分：
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Chapter 3. 路径空间积分公式 13

使用 Fubini 理论（关于双重积分换积分次序的理论），公式写为：∫
S2

∫ xM(x,ω))

x
f (y)dydω (3.2.1)

=
∫
S2

∫ ∞

0
f (x + rω)V (x↔ x + rω)drdω (3.2.2)

=
∫ ∞

0

1
r2

∫
S2(x,r)

f (y)V (x↔ y)dA(y)dt (3.2.3)

=
∫
Ω

V (x↔ y)
||x − y||2

f (y)dV (y) (3.2.4)

为了处理包含体和表面终点的组合的情况，定义一个基本的几何项：

G̃surf (x↔ y) = V (x↔ y) ·
Dx(
−−→xy )Dy(

−−→yx )
||x − y||2

(3.2.5)

Da(ω) :=

|N (a) ·ω|, a ∈M

1, otherwise
(3.2.6)

3.3 路径空间测量积分与路径表示

本书的重点内容来了——辐射传输方程的路径积分表示形式。

我们考虑一个测量 (measurement)Ij，定义为传感器响应重要性 W
j
e 与入射辐射度 Li 之间的

内积：

Ij =
〈
W

j
e ,Li

〉
(3.3.1)

=
∫
M

∫
S2
W

j
e (x,ω)Li(x,ω)dσ⊥x (ω)dA(x) (3.3.2)

为了简单起见，我们把 ray 的起点限制在表面上，也就是说传感器不能在体空间中。
我们要研究的目标是表示在整个传输路径空间 P 的测量积分：

Ij =
∫
P
fj(x)dµ(x) (3.3.3)

其中，µ 是 P 的一个测量，fj 是对于某个测量的贡献权重函数 (contribution weighting function)。
为了使上述情况准确无误，我们定义路径空间，作为所有固定长度的路径的集合（简单来说

就是散射了 k 次），根据一个配置向量 c ∈ {0,1}k（就是包括了 k 个顶点的路径空间，取 0 或 1 分

别表示当前顶点是表面点还是体空间的点），它由 M 和 Ω◦ 上的顶点连接构成。

路径空间使用笛卡尔积的形式来定义，表示下一次散射是在表面上或者是在体空间内。定义

式为：



14 3.4. 路径积分表示

P :=
∞⋃
k=1

( ⋃
c∈{0,1}k

P c
k

)
(3.3.4)

给出一个简单的示意图，表示 k = 5 时的情况：

使用对面积和体积的 Lebesgue 测量，可以定义一个 P 联合乘积测量 (combined product
measure)：

上式表示我们可以在体积空间内积分，也可以在表面空间里积分。

3.4 路径积分表示

为了找到路径空间公式，我们使用均衡方程的算子形式到上一节的测量积分中：

Ij =
〈
W

j
e ,Li

〉
(3.4.1)

=
∫
M

∫
S2
W

j
e (x,ω)(G(KLi +Le))(x,ω)dσ⊥x (ω)dA(x) (3.4.2)

然后将 G 算子展开，得到：

最后经过一系列较为冗长的推导，可以得到如下的形式（注意这里的几何项包含了衰减 G(x↔
y) := G̃(x↔ y)τ(x↔ y)）：

Ij =
∫
P
fj(x)dµ(x) (3.4.3)
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fj(x) = fj(x1 · · ·xn) =Le(x1→ x2)
[ n−1∏

k=2

f (xk−1→ xk → xk+1)G(xk−1↔ xk)
]

(3.4.4)

·G(xn−1↔ xn)W
(j)
e (xn−1→ xn) (3.4.5)

在推导的过程中，得到了跟体空间散射描述中相同的公式，这里也给出强调一下：

f (xk−1→ xk → xk+1) :=

σsfp(xk−1→ xk → xk+1), y ∈Ω◦

fs(xk−1→ xk → xk+1), y ∈M
(3.4.6)

我们用一个包含了四个顶点的路径来表示：

3.5 小结

到目前为止，包含了介质和表面的路径积分表示就已经完成了。有了这个表示形式，就可以想

办法来进行积分，获得渲染结果，由此，一大批技术就可以应用进来，例如双向路径追踪、Metropolis
光传输等。

在我从事计算机图形学以后，数学上一直有两个领域对我的研究和学习构成了障碍，一个是

泛函分析，另一个是复分析，这也是我接下来要重点花时间学习的方向。有时候我们能看到，在

数学领域的一些老方法，可以很好地应用到工程领域，革新一代代的技术。
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