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一 一元函数

对于一元函数而言，可微就等同于可导。

当函数 f(x) 在区间 (a, b) 可导时，说明函数在其中每个点都是可导的。函数在某点 x0 可导的充要条

件是左右导数极限相等：

lim
∆x→0 −0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= lim

∆x→0 +0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
(一.1)

当一元函数在某点 x0 可导时，设导数为 f ′(x)，则微分表示为：dy = f ′(x)∆x。可以看到函数的导数

是函数的微分与自变量的微分的商，因此也把函数导数称为微商。

连续不一定可导，也不一定可微，比如三角波函数，在三角波的上升沿和下降沿交界处的点虽然是连

续的，但左右导数极限都不相等，所以不可导。

我们再详细分析一下可微的细节，设函数增量 ∆y = f(x+∆x)− f(x)，函数增量与微分有什么关系

呢，我们推导一下公式：

lim
∆x→0

∆y − dy

∆x
= lim

∆x→0

∆y − f ′(x)∆x

∆x
= 0 (一.2)

所以我们可以认为，∆y − dy 是 ∆x 的高阶无穷小量，所以我们可以得到：∆y = dy + o(∆x) =

f ′(x)∆x+ o(∆x)，当 ∆x 很小的时候，我们就可以近似为：∆y = dy。



二 多元函数

相比于一元函数，多元函数更复杂一些，首先给出多元函数可微与可导关系的图示：

上图我们可以这么记：当偏导数连续的时候，说明函数一定可微且连续；否则其他条件都不能得到函

数偏导数连续。可以偏导以及函数连续不能互相得到，且不能得到函数可微。当函数可微时，就说明可以

偏导而且函数一定是连续的。连续并且可以偏导，则说明可微。

2 1 多元函数的连续性

对于多元函数 f(x, y, ...) 而言，如果在某一点 P0(x0, y0, ...) 的极限存在，需要这些变量 x, y, ... 无论

从任何方向逼近点 P0 时得到的值都一样才行，比如下面的函数在 (0, 0) 的极限就不存在：

lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2
(二.1)

因为该函数沿着 y = kx 和 y = x2 趋近于 (0, 0) 时得到的值不一样：

当多元函数在某个点的极限值存在且不是无穷大，则多元函数在该点处连续。当多元函数在某个区域

的所有点处都连续，则这个多元函数在该区域是连续的。

2 2 多元函数的可偏导性

其实，只要对于下面在某个点的极限存在的函数，就可以在该点进行偏导：

∂f

∂x

∣∣∣
(x0,y0)

= lim
∆x→0

f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
(二.2)

∂f

∂y

∣∣∣
(x0,y0)

= lim
∆y→0

f(x0, y0 +∆y)− f(x0, y0)

∆y
(二.3)
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当然，有一阶偏导就会有二阶偏导，但对于多元函数，有两个变量，因此二阶偏导中有二阶混合偏导：

∂ ∂f
∂x

∂x
⇒ ∂2f

∂x2
(二.4)

∂ ∂f
∂y

∂y
⇒ ∂2f

∂y2
(二.5)

∂ ∂f
∂x

∂y
⇒ ∂2f

∂x∂y
(二.6)

∂ ∂f
∂y

∂x
⇒ ∂2f

∂y∂x
(二.7)

注意，如果二元函数的两个混合偏导数在某个区域上是连续的，那么它们在这个区域上就是相等的。

但是正如上面的图示所述，多元函数是否连续与其是否可以求得偏导时没有什么关系的，比如上面那个不

连续的函数，就可以求偏导。

2 3 多元函数的微分——全微分公式

前面一元函数的例子中，我们可以看到，∆y = dy+ o(∆x) = f ′(x)∆x+ o(∆x)，这里的 f ′(x) 可以认

为是增量的线性部分，称为“线性主部”。

对于二元函数，如果自变量 x 和 y 都有增量，则：

∆z = f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y) (二.8)

它称为函数对应于多个自变量增量的全增量。

我们以二元函数为例，我们意图使用线性函数来描述全增量，设线性主部分别是 A 和 B，也就是说，，
全增量表示如下，后面的高阶无穷小其实是说明冗余部分是比

√
(∆x)2 + (∆y)2 更高阶的无穷小。

∆z = A∆x+B∆y + o
(√

(∆x)2 + (∆y)2
)

(二.9)

如果在某个点 (x0, y0) 能存在上式常数 A 和 B，就称该函数在该点处可微。全微分记做 dz = A∆x+

B∆y，可以简单证明：

∆z = A∆x+B∆y + o
(√

(∆x)2 + (∆y)2
)

(二.10)

∆y = 0 =⇒ ∆z = A∆x+ o
(
|∆x|

)
(二.11)

=⇒ ∆z

∆x
= A+

o
(
|∆x|

)
∆x

(二.12)

A = lim
∆x→0

∆z

∆x
=

∂z

∂x
(二.13)

因此：A = ∂z
∂x
，B = ∂z

∂y
：

dz =
∂z

∂x
∆x+

∂z

∂y
∆y (二.14)

我们还可以再进行分析：如果 f1(x, y) = x，则 df1 = dx = ∆x，同理可以得到，df2 = dy = ∆y，所

以全微分就可以写为：

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy (二.15)

因此可以说明，当多元函数可微时，偏导一定存在。

而且对于极限：

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) (二.16)

= lim
∆x,∆y→0

[
f(x0, y0) +A∆x+B∆y + o

(√
(∆x)2 + (∆y)2

)]
(二.17)

= f(x0, y0) (二.18)
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所以说，当函数可微的时候，一定是连续的。

那什么情况下函数可微呢：当函数在某点邻域附近的偏导数存在，且在该点处连续，则函数在该点处

就可微。

三 具体例子的解释

连续不等于可导

现在我们用更形象的方法来解释一下，首先先看两个最弱的条件：连续和可偏导。

这两个条件单独存在时并不能说明任何问题。对于一维函数，三角波函数在波峰处连续，但是并不可

导，也不可微；扩展到二维的类似函数，也可以出现连续但是不可偏导的情况。

在 a（注意 a 可能是二维点或者高维点）处可偏导只是说明了可以逼近某个点 a，但是不能说明该点

可以连续，例如我们提到过的 x2y
x4+y2 在 (0, 0) 点就不连续，当然，它虽然可以在 (0, 0) 处求偏导，但是由

于不连续，我们没法得到全微分形式。

当然，在某点 a 处连续，则在该点就有定义，又可以偏导，因此可微。

导数存在但是导数不连续

对于偏导不连续的例子，我们思考一元函数可导但是导数不连续。设我们有如下函数：

g(x) =

x2 sin 1
x

x ̸= 0

0 x = 0
(三.1)

可以看到，当该函数 x → 0 时，函数值在不断震荡中趋近于 0：

导数为：

g′(x) =

2x sin 1
x
− cos 1

x
x ̸= 0

0 0
(三.2)

x = 0 时的导数是用极限来逼近的：

g′(x) = lim
∆x→0

(x+∆x)2 sin 1
x+∆x

− x2 sin 1
x

∆x
(三.3)

g′(0) = lim
∆x→0

(∆x)2 sin 1
∆x

∆x
= 0 (三.4)

但是当 x → 0 时，g′(x) 并不会趋近于 0：而是加剧震荡（不会趋近于任何值），所以并不连续。

偏导存在但是偏导不连续

基于此，我们构造一个虽然在 0, 0 处存在偏导数且函数连续，但是偏导数并不连续的函数：

f(x, y) =

(x2 + y2) sin 1
x2+y2 x2 + y2 ̸= 0

0 x2 + y2 = 0
(三.5)
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函数图如下：

在 (0, 0) 处，分别让 y = 0 和 x = 0 来得到对 x 和对 y 的偏导：

fx(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= lim

x→0
x sin 1

x2
= 0 (三.6)

fy(0, 0) = lim
y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= lim

y→0
y sin 1

y2
= 0 (三.7)

连续且偏导存在，则可微（我们稍后证明一下可微）。但是偏导数和上面的一元情况一样，在 x = 0

的邻域内是震荡的，所以偏导不连续。

偏导不连续但是函数可微的证明

可微的证明：设 z = f(x, y)，则全增量为：

∆z = f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y) (三.8)

(x, y) = (0, 0) =⇒ ∆z = f(∆x,∆y) (三.9)

而全微分若存在则可以表示为：

fx(0, 0)∆x+ fy(0, 0)∆y (三.10)

因此:

∆z − fx(0, 0)∆x− fy(0, 0)∆y =
(
∆x2 +∆y2

)
sin 1

∆x2 +∆y2
(三.11)

我们来判断一下上式的剩余量是否是 ρ =
√

∆x2 +∆y2 的高阶无穷小：

lim
ρ→0

(
∆x2 +∆y2

)
sin 1

∆x2+∆y2√
∆x2 +∆y2

= 0 (三.12)

由于是高阶无穷小，则说明了函数在 (0, 0) 处是可微的。
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