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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。
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一 一对一函数与反函数

对于函数而言，如果对定义域内任何 x1 ̸= x2 都满足 f(x1) ̸= f(x2)，则它是一个一对一函数 (one-to-
one function)。
定义域在 [0,∞] 的函数 y = x2 是一个一对一函数；但是如果定义域在 [−∞,∞]，函数 y = x2 则不是

一个一对一函数。

对于一对一函数，f(x) 定义域为 A，值域为 B，则定义反函数 f−1(y) 的定义域为 B，值域为 A：

f−1(y) = x ⇐⇒ f(x) = y (一.1)

二 反函数的导数

2 1 证明方法一

如果 f 是一个一对一可微函数，反函数是 f−1 且 f ′(f−1(a)) ̸= 0，则反函数在 a 点就是可微的。

由于：

(f−1)′(a) = lim
x→a

f−1(x)− f−1(a)

x− a
(二.1)

如果 f(b) = a，则 f−1(a) = b。如果我们让 y = f−1(x)，则 f(y) = x，由于 f 可微且连续，所以 f−1

也是连续的，当 x → a 则 f−1(x) → f−1(a) = b。因此：

(f−1)′(a) = lim
x→a

f−1(x)− f−1(a)

x− a
= lim

y→b

y − b

f(y)− f(b)
= lim

y→b

1
f(y)−f(b)

y−b

(二.2)

=
1

limy→b
f(y)−f(b)

y−b

=
1

f ′(b)
=

1

f ′(f−1(a))
(二.3)

注意在证明中我们希望计算 (f−1)(a) 处的导数，我们已知量是 f ′(x) 和 (f−1)(x) 的计算方法，基于

此构造了上述的证明过程。
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2 2 证明方法二

如果我们令 y = f−1(x)，则 f(y) = x，也就是说 x 是 y 的函数，同时 y 也是 x 的函数。

对于一个函数 f(y)，我们根据链式法则求其导数：

f ′(y)
dy

dx
= 1 (二.4)

=⇒ dy

dx
=

1

f ′(y)
=

1
dx
dy

(二.5)

所以上式可以表示为莱布尼兹表示 (Leibniz notation)：

dy

dx
=

1
dx
dy

(二.6)
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