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一 重积分问题的引入

无穷积分在工业领域的重要性不言而喻，比如在二维、三维空间求面积、体积。对于单变量的微积分

而言，求解并不困难，理论基础也较为简单；而多重积分由于需要确定积分区间，所以带来了一定的复杂

性，尤其是转到极坐标更是如此。

考虑我们想求一座大山的体积，山的横纵坐标 (x, y) 对应的高度值为 z = f(x, y)：
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我们可以把 x− y 平面切分为一系列的小方格，每个小方格面积为 ∆σi，然后用每个小方格内任意一

点的位置的高度乘以小方格的面积，把这些面积累加起来，就能得到面积。

上面的积分区域是 R，设每个子区域 ∆σi 的任意一点为 (ξi, ηi)，设 λ 是各个子区域的最大直径，则

二重积分定义为： ∫∫
R

f(x, y)dσ = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi)∆σi (一.1)

上式中，dσ 被称为面积元素。在直角坐标系中，可以用方形网格来分割积分区间，这样除了边界区

域，其他地方都是矩形区域。当网格趋近于无限小时，边界部分的分割网格也会趋近于矩形，所以可以认

为是 ∆σi = ∆xi ·∆yi，即面积元素可以写为 dσ = dxdy。

只要积分区域内 f 连续，则二重积分就一定存在。

二 二重积分的计算

2 1 矩形区域

对于积分区域是矩形时，即 R = [a, b]× [c, d]，可以使用关于 y 的部分积分 (partial integration with
respect to y)： ∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dydx =

∫ b

a

[∫ d

c

f(x, y)dy

]
dx (二.1)

可以理解为，先固定 x，然后对 y − z 区域进行积分，得到面积 A(x)。然后再对面积积分来得到体积：

在矩形区域内积分的 Fubini 理论（比较难证明，但是较好理解）可以表示为，积分次序可以进行改变

R =
{
(x, y) | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d

}
(二.2)∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dydx =

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy (二.3)

直观上就是先固定 x 求 y − z 构成的面积，和固定 y 求 x− z 构成的面积。

2 2 任意有界区域

我们现在假设积分区域 D 是一个任意的有界区域。

我们可以用一个矩形囊括这个有界区域，然后做如下定义：

F (x, y) =

f(x, y) if (x, y) is in D

0 if (x, y) is in R but not in D
(二.4)
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我们设围成的区域可以表示如下：

所以说，只有在 y < g1(x) 和 y > g2(x) 这个区间内，F (x, y) = 0：∫ d

c

F (x, y)dy =

∫ g2(x)

g1(x)

F (x, y)dy =

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y)dy (二.5)

所以，在某个区域 D 上积分的公式可以表示为：

D =
{
(x, y) | a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)

}
(二.6)∫∫

D

f(x, y)dA =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y)dydx (二.7)

或者：

D =
{
(x, y) | c ≤ y ≤ d, h1(y) ≤ x ≤ h2(y)

}
(二.8)∫∫

D

f(x, y)dA =

∫ d

c

∫ h2(y)

h1(y)

f(x, y)dxdy (二.9)

对于一些中间有空洞的积分区域，我们可以划分为几个子区域，分别计算积分：
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2 3 扇形圆环区域的极坐标形式的二重积分

下面的情况，可以把积分区域描述为：

R =
{
(r, θ) | a ≤ r ≤ b, α ≤ θ ≤ β

}
(二.10)

我们来分析一下每个格子微元，对于一个格子来说，可以标记为下图中的 Rij：

格子 Rij 以及其中心点坐标 (r∗i , θ
∗
j ) 为：

Rij =
{
(r, θ) | ri−1 ≤ r ≤ ri, θj−1 ≤ θ ≤ θj

}
(二.11)

r∗i =
1

2
(ri−1 + ri) θ∗j =

1

2
(θj−1 + θj) (二.12)

一个半径为 r 角度为 θ 的扇形的面积等于 1
2
r2θ，所以小方格区域的面积就是：

∆Aij =
1

2
r2i (θj − θj−1)−

1

2
r2i−1(θj − θj−1) =

1

2
(r2i − r2i−1)∆θ (二.13)

=
1

2
(ri + ri−1)(ri − ri−1)∆θ = r∗i∆r∆θ (二.14)

令 g(r, θ) = rf(r cos θ, r sin θ)，上面的小方格积分的 Riemann 和为：
m∑
i=1

n∑
j=1

f(r∗i cos θ∗j , r∗i sin θ∗j )∆Ai =

m∑
i=1

n∑
j=1

f(r∗i cos θ∗j , r∗i sin θ∗j )r
∗
i∆r∆θ (二.15)

=

m∑
i=1

n∑
j=1

g(r∗i , θ
∗
j )∆r∆θ (二.16)

因此： ∫∫
R

f(x, y)dA = lim
m,n→∞

m∑
i=1

n∑
j=1

f(r∗i cos θ∗j , r∗i sin θ∗j )r
∗
i∆r∆θ (二.17)

= lim
m,n→∞

m∑
i=1

n∑
j=1

g(r∗i , θ
∗
j )∆r∆θ (二.18)

=

∫ β

α

∫ b

a

g(r, θ)dr dθ (二.19)

=

∫ β

α

∫ b

a

f(r cos θ, r sin θ)r dr dθ (二.20)
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2 4 不规则扇形区域的极坐标形式的二重积分

假如现在积分的区域如下：

它的积分推导其实跟矩阵推导到任意区域的方式相同，得到公式：

D =
{
(r, θ) | α ≤ θ ≤ β, h1(θ) ≤ r ≤ h2(θ)

}
(二.21)∫∫

D

f(x, y) dA =

∫ β

α

∫ h2(θ)

h1(θ)

f(r cos θ, r sin θ)r dr dθ (二.22)

三 三重积分的计算

3 1 立方体区域的三重积分

不过多解释。对于求立方体区域内的三重积分如图：

B =
{
(x, y, z) | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, r ≤ z ≤ s

}
(三.1)

定义三重积分：

∆V = ∆x∆y∆z (三.2)∫∫∫
B

f(x, y, z)dV = lim
l,m,n→∞

l∑
i=1

m∑
j=1

n∑
k=1

f(xi, yj , zk)∆V (三.3)

然后给出积分公式： ∫ s

r

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y, z)dxdydz (三.4)

根据 Fubini 定理，积分次序都是可以互换的。

3 2 任意区域的三重积分

扩展到任意区域的方式等同于前面的二重积分。我们定义积分区域：
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E =
{
(x, y, z) | a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x), u1(x, y) ≤ z ≤ u2(x, y)

}
(三.5)

积分公式为： ∫∫∫
E

f(x, y, z)dV =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

∫ u2(x,y)

u1(x,y)

f(x, y, z)dzdydx (三.6)

同理，也可以定义如下积分区域和积分公式：

E =
{
(x, y, z) | c ≤ y ≤ d, h1(y) ≤ x ≤ h2(y), u1(x, y) ≤ z ≤ u2(x, y)

}
(三.7)∫∫∫

E

f(x, y, z)dV =

∫ d

c

∫ h2(y)

h1(y)

∫ u2(x,y)

u1(x,y)

f(x, y, z)dzdxdy (三.8)

3 3 圆柱坐标的三重积分

圆柱坐标系的点 (r, θ, z) 化为笛卡尔坐标系为 (r cos θ, r sin θ, z)。

假如现在我们要积分的区域为：
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积分区域可以表示为 E：

E =
{
(x, y, z) | (x, y) ∈ D, u1(x, y) ≤ z ≤ u2(x, y)

}
(三.9)

D =
{
(r, θ) | α ≤ θ ≤ β, h1(θ) ≤ r ≤ h2(θ)

}
(三.10)

积分式写为：∫∫∫
E

f(x, y, z)dV =

∫∫
D

[∫ u2(x,y)

u1(x,y)

f(x, y, z)dz

]
dA (三.11)

=

∫ β

α

∫ h2(θ)

h1(θ)

∫ u2(r cos θ,r sin θ)

u1(r cos θ,r sin θ)

f(r cos θ, r sin θ, z)rdzdrdθ (三.12)

3 4 球坐标的三重积分

球坐标表示如下：

转换到 (x, y, z) 坐标为：

(x, y, z) = (ρ sinϕ cos θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosϕ) (三.13)

假设我们要求的球坐标积分范围是：

E =
{
(ρ, θ, ϕ) | a ≤ ρ ≤ b, α ≤ θ ≤ β, c ≤ ϕ ≤ d

}
(三.14)

把积分区域分解为小块：
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可以得到：

∆Vijk ≈ (∆ρ)(ρi∆ϕ)(ρi sinϕk∆θ) (三.15)

= ρ̃2i sin ϕ̃k∆ρ∆θ∆ϕ (三.16)

其中，上面第二个等式是通过平均值定理得到的，(ρ̃i, θ̃j , ϕ̃k) 是 ∆V 里面的一个点。

所以积分式就是：∫∫∫
E

f(x, y, z)dV = lim
l,m,n→∞

l∑
i=1

m∑
j=1

n∑
k=1

f(ρ̃i sin ϕ̃k cos θ̃j , ρ̃i sin ϕ̃k sin θ̃j , ρ̃i cos ϕ̃k)ρ̃
2
i sin ϕ̃k∆ρ∆θ∆ϕ

(三.17)

=

∫ d

c

∫ β

α

∫ b

a

f(ρ sinϕ cos θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosϕ)ρ2 sinϕ dρ dθ dϕ (三.18)

一般情况下，球坐标积分是用于圆锥体或者球体。

扩展到更一般的情况：

E =
{
(ρ, θ, ϕ) | α ≤ θ ≤ β, c ≤ ϕ ≤ d, g1(θ, ϕ) ≤ ρ ≤ g2(θ, ϕ)

}
(三.19)∫∫∫

E

f(x, y, z)dV =

∫ d

c

∫ β

α

∫ g2(θ,ϕ)

g1(θ,ϕ)

f(ρ sinϕ cos θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosϕ)ρ2 sinϕ dρ dθ dϕ (三.20)

四 总结

到目前为止，讲述的二重积分和三重积分的内容都是国内大部分高校所涉及的内容，还有些更复杂的

情况需要考虑，例如，如何在重积分中进行变量替换法则、如何在重积分中对不规则区域使用 Fubini 理
论等。这些问题都会放在“数学分析”这个栏目里进行讲解。
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