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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。

20210715：完成第一版。20211230：补充了正定矩阵与奇异值分解的内容。
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一 实数矩阵

正定矩阵是从矩阵二次型中提出的（见 DezemingFamily 的《矩阵二次型》），在分析曲面，函数优化
等方面具有重要作用，可以帮助理解和分析很多理论和概念。

我们先只考虑由实数构成的矩阵。

如果矩阵 A 是 n× n 的实对称矩阵（Ai,j = Aj,i），对于长度为 n 的非零向量 x，xTAx > 0 恒成立，

则矩阵 A 是一个正定矩阵。可以简单证明，单位矩阵 I 就是一个正定矩阵。

而半正定矩阵就是相同条件下，满足 xTAx ≥ 0 成立即可。

负定矩阵和半负定矩阵恰好相反，相同条件下，xTAx < 0 被称为负定矩阵，xTAx ≤ 0 就被称为半

负定矩阵。

在线性代数中，正定矩阵类似于代数中，整个复数域中的正实数的作用。

我们假设有一个正定矩阵 A，其某个特征值 λi 对应于特征向量 bi（见 DezemingFamily 的《特征值
与特征向量》）：

Abi = λibi (一.1)

由此可以得到：

bTi Abi = λib
T
i bi > 0 (一.2)

又因为 bTi bi > 0，所以 λi > 0，这对任意的特征值都是成立的，所以说，正定矩阵的特征值必须全都

大于 0。同理可以推出负定矩阵特征值都必须小于 0。
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二 复数矩阵

当一个矩阵中某个元素 Ai,j = Aj,i，即等于它对角线对称元素的共轭，我们就称其为 Hermite 矩阵，
通常翻译为厄米特矩阵，即共轭矩阵。

当一个 n× n 的矩阵 A 是一个共轭矩阵，当且仅当任意的非零复向量 x，都有 x∗Ax 时，矩阵 A 是

正定矩阵。其中，x∗ 是 x 的共轭转置。我们以三维向量和 3× 3 矩阵为例：

[
x1 x2 x3

]A1,1 A1,2 A1,3

A2,1 A2,2 A2,3

A3,1 A3,2 A3,3


x1

x2

x3

 (二.1)

经过计算就可以发现结果是 C1x1x1 + C2x2x2 + C3x3x3 的形式，这是一个实数，因此可以与 0 进行
比较大小。

其他类似矩阵

正交矩阵

当一个矩阵的逆等于其转置时，称为正交矩阵：

ATA = E (二.2)

AT = A−1 (二.3)

酉矩阵

当一个矩阵的逆等于其共轭转置时，称为酉矩阵：

AHA = E (二.4)

AH = A−1 (二.5)

正规矩阵

当一个矩阵满足下式，就被称为正规矩阵：

AHA = AAH (二.6)

当矩阵 A 是实数矩阵时，显然 ATA = AAT，则称 A 为实正规矩阵。

三 正定矩阵与奇异值分解

关于奇异值分解参考《特征分解与奇异值分解》。

对称矩阵 A 可以分解为 UΛUT，其中 U 是正交矩阵，所以：

vTAv = vT (UΛUT )v = (UTv)TΛ(UTv) (三.1)

如果对角矩阵 Λ 里对角线每个元素都是正的，则不管 UTv 是什么向量，它们相乘以后得到的都是一个正

数。

可以证明的是，当且仅当一个对称矩阵 A 的全部特征值都是正的，这个矩阵 A 才是一个对称正定矩

阵。由于 U 可逆，Λ 也可逆，所以其实对称正定矩阵 A 也一定是可逆矩阵。

对角占优矩阵一定是正定矩阵，但是正定矩阵并不一定对角占优矩阵。对角占优矩阵表示对角线元素

的值大于其他当前行其他元素的绝对值之和：

ai,i >
∑
i ̸=j

|ai,j | for all i (三.2)
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