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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。

20210923：完成第一版。20211230：增加了奇异值分解的直观解释。
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一 特征分解

特征分解又叫做相似对角化。

我们设矩阵 A 为 n× n 方阵，特征值 λi 与对应的特征向量 xi。

则矩阵 A 可以分解为：

A = PΛP−1 (一.1)

Λ 是一个对角阵。

如果 A 是实对称矩阵，那么 P T = P−1，即 P 是一个正交矩阵：

如果上面的概念您并不是很清楚，请参阅 DezemingFamily 的《向量组和矩阵的正交性》以及《矩阵
的相似对角化》。

二 奇异值分解

注意：奇异值分解的原理需要一些 Hermite 矩阵及其一些定理作为基础，详情请查阅矩阵分析的书
籍。这里我们从结论来讲解原理，等本书再版时可能会考虑将完整的证明给出。

奇异值分解，简写为 SVD。
如果矩阵 A 不是方阵，那么就可以使用奇异值分解的方法。一个 m× n 的矩阵奇异值分解以后得到：

A = Um×mΣm×nV
T
n×n (二.1)

其中，Σ 矩阵除了主对角线以外。其他元素都是 0；U 和 V 都是酉矩阵，即满足 UTU = I, V TV = I。
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我们考虑矩阵 (ATA)，这个矩阵是一个 n× n 的方阵，进行特征分解，得到下式：

(ATA)vi = λivi (二.2)

再考虑矩阵 (AAT )，这个矩阵是一个 m×m 的方阵，进行特征分解，得到下式：

(AAT )ui = λiui (二.3)

我们把 vi 向量叫做右奇异向量，，构成矩阵 V；ui 向量叫做左奇异向量，构成矩阵 U。由于 (ATA)T =

(ATA)，(AAT )T = (AAT )，所以该矩阵是一个实对称矩阵，从而 U 和 V 都可以是酉矩阵，即转置等于逆

矩阵。

我们可以推导出：

A = UΣV T ⇒ (二.4)

AV = UΣV TV = UΣ ⇒ (二.5)

Avi = σiui (二.6)

奇异值 σi 就可以用上面的方法求得。同时：

A = UΣV T ⇒ (二.7)

AT = V ΣUT ⇒ (二.8)

ATA = V Σ2V T (二.9)

我们可以看到，ATA 的特征向量组成 V 矩阵，AAT 的特征向量组成 U 矩阵。而且，Σ2 的主对角线

元素我们都能求出来，就是 ATA 的特征值，因此开平方就能得到奇异值。在计算过程中，我们使用行列

中比较小的值构成的矩阵：对于 3× 2 的矩阵，我们求 ATA 的特征值；对于 2× 3 的矩阵，我们求 AAT

的特征值。

还有个地方我们一定要注意：从上面的推导中，我们可以看出，AAT 和 ATA中有完全一样的特征值。

即，当 AAT 是 2× 2 的矩阵，ATA 是 3× 3 的矩阵时，ATA 的特征值包含 AAT 的特征值。由于对一个

矩阵进行特征分解时，特征值在对角阵 Λ 中的位置并不唯一，所以要保证的是在奇异值分解中，vi 的特

征值等于 ui 的特征值。但是奇异值分解中有一个好处，就是 U 和 V 可以用特征值从大到小排列对应的

特征向量组合得到。我们在得到下面的例子会比较清晰地说明这一点。

三 计算举例

设矩阵 A 为：

A =

0 1

1 1

1 0

 (三.1)

然后求出 ATA：

ATA =

[
2 1

1 2

]
(三.2)

然后求出特征值和特征向量： [
λ1 = 3 u1 = ( 1√

2
, 1√

2
)

λ2 = 1 u2 = (− 1√
2
, 1√

2
)

]
(三.3)

同理，求出 AAT 的特征值： λ1 = 3 u1 = ( 1√
6
, 2√

6
, 1√

6
)

λ2 = 1 u2 = ( 1√
2
, 0,− 1√

2
)

λ3 = 0 u2 = ( 1√
3
,− 1√

3
, 1√

3
)

 (三.4)
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注意两组奇异值都是从大到小排列的，这是一种很好的排列方式，在 PCA 降维中有重要应用（奇异
值分解推导中就干脆直接定义 σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σr > 0，其中，r 是矩阵 A 的秩）。求得奇异值：0 1

1 0

1 1

[
1√
2
1√
2

]
= σ1


1√
6
2√
6
1√
6

 =⇒ σ1 =
√
3 (三.5)

0 1

1 0

1 1

[
− 1√

2
1√
2

]
= σ2


1√
2

0

− 1√
2

 =⇒ σ2 = 1 (三.6)

我们可以得到奇异值分解的结果：

A = UΣV T =


1√
6

1√
2

1√
3

2√
6

0 − 1√
3

1√
6

− 1√
2

1√
3



√
3 0

0 1

0 0

[
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

]
(三.7)

注意，如果我们不给奇异值从大到小排序，而是按照下面的方式，也能做奇异值分解，但是在工程上

不如上面有用：

A = UΣV T =


1√
2

1√
6

1√
3

0 2√
6

− 1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3


1 0

0
√
3

0 0

[
− 1√

2
1√
2

1√
2

1√
2

]
(三.8)

四 直观的感受

假设 A 是一个方阵，将 A 进行奇异值分解：

A = UΛV T (四.1)

U 和 V T 都是正交矩阵。从形象上进行一下解释 [2]。正交矩阵的作用其实就是旋转操作（正交基变
换），而对角矩阵的作用其实就是缩放操作——因此，一个矩阵进行特征分解以后，就能看出这个矩阵的

作用：旋转、缩放然后再旋转。
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