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一 线性近似

在函数 f(x) 中 x = a 附近的点可以用下面的方法来近似表示：

f(x) ≈ f(a) + f ′(a)(x− a) + ∆(x) (一.1)

其中 ∆(x) 是关于 x 的高阶无穷小量。

如果你学过泰勒级数，应该就明白这是泰勒展开的前两项。

二 微分

在牛顿时期，导数的定义（此时并不是严格的导数，而是切线斜率）都是使用的无穷小量，而不是极

限 [2]。
比如计算 x2 的导数：

d(x2)

dx
=

f(x+ dx)− f(x)

dx
=

2xdx+ dx2

dx
= 2x+ dx = 2x (二.1)

这样定义导数会有一个问题，就是 dx 首先被当做非 0 的数约掉了，然后又被当做 0 在加法中舍去了。

此时，由于导数是 dy（y 的微分）和 dx（x 的微分）的比值，所以导数被称为微商。

一直到 200 年以后，才使用极限的理论重新定义了导数：

f ′(x) =
dy

dx
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
(二.2)

我们通过导数来定义微分（所以神奇的是，以前先有了微分（切线斜率），再出现了导数，现在又重新

使用导数来定义微分）：

lim
∆x→0

∆y

∆x
− f ′(x) = 0 (二.3)

=⇒ ∆y

∆x
− f ′(x) = 0, lim

∆x→0
a = 0 (二.4)

∆y = f ′(x)∆x+ a∆x (二.5)
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我们令微分 dy = f ′(x)∆x，其实这就是一个定义，意义是对函数值变化的逼近。

现在思考一下什么是 dx，我们其实可以使用函数来得到 dx：设 y = x，所以 dy = 1∆x，所以可以推

出 dx = ∆x（因为对于 y = x 来说 x 方向的变化量等于 y 方向的变化量）。

对于古典微积分来说，其实 dy
dx

= dy
du

du
dx
可以理解为是消去作用（古典微积分就是靠消去无穷小量得到

的）；而在现代的极限微积分中，这两个 du 应该理解为分别代表不同的函数。在《链式法则与隐式微分》

中，我们在链式法则的引入一节，就是使用古典的消去方法来得到的链式法则，而后一节的严格证明则是

使用现代的极限思想进行的证明。

三 后续发展

无穷小量更直观，也更符合直觉，所以也在不断发展。后来，数学界发明了超实数，可以使用无穷小

量 [2]，基于超实数定义的微积分的研究又被称为非标准分析。
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