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一 B 样条的引入

前面《贝塞尔曲线》讲过与贝塞尔曲线有关的内容，贝塞尔曲线有一个很不好的地方，在于给定一系

列的控制点以后，要想分成多段贝塞尔曲线，很难保证 C1 连续性（需要三个控制点共线）。所以通常对于

n+ 1 个点采用 n 次 Bernstein 多项式。随着控制点数量变大，次数也越高；当一个控制点移动时，整条
曲线都会发生变动，“牵一发而动全身”。

而样条曲线的好处在于分段性，具有一定的局部性。当变动一个控制点时，只会变动该点旁边有限段

曲线。

因此，我们需要的是具有局部性的基函数。法国工程师皮埃尔·贝塞尔 (Pierre Bézier) 于 1962 年发
表贝塞尔曲线，de Boor 于 1972 年开始正式提出 B 样条这个概念，之后的 1974 年，B 样条开始在贝塞
尔曲线中广泛使用。

局部性的基函数，只会影响到附近的局部区域值，例如下图所示：

图中，上边部分是全局性基，下面的部分是局部性基。可以看到，局部性基不会在整个参数区域都大

于 0。

B 样条的定义方法最常见的是 de Boor 递归法。对于一阶的基函数定义如下：

在每个区间里：

Ni,1(t) =

1, ti ≤ t < ti+1

0, otherwise
(一.1)

由递推公式可以得到（我们暂时先不给出递推公式，但其实就是相邻两个基的组合）：

可以看到，升阶之前，每段基只会落在一个区间里，而升阶以后，基就会落在两个区间里。我们再升

阶一次：

基就在三个区间内有值。可以推出，Ni,k(t) 在第 ti 到第 ti+k 区间内有值，称 [ti, ti+k] 为 Ni,k(t) 的

支撑 (support)。
我们再来思考如何组合，我们希望 B 样条保持权性，也就是同一阶的所有基在某个 t 加起来的值都

是 1。因此梯推式（升阶式）就需要使得升阶以后的函数保持这种特性。
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现在，B 样条的提出和基本思路已经介绍完了，下一节我们介绍 B 样条的基本定义。

二 B 样条曲线的定义

我们设一共有 n+1个控制点 p0, p1...pn，构成一个节点向量 (knot vector)：T = (t0, t1, ..., tn, ..., tn+k)，

则 k 阶 B 样条曲线就是：

x(t) =
n∑

i=0

Ni,k(t) · pi (二.1)

我们把 pi 叫做 de Boor 控制点。这里的 ti 之间可以是均匀的，也可以不是均匀的。

可以看出，其实就是用几个控制顶点来控制基函数。

B 样条的推导公式：

Ni,0(t) =

1 ti ≤ t ≤ ti+1

0 otherwise

Ni,k(t) =
t− ti

ti+k − ti
Ni,k−1(t) +

ti+k+1 − t

ti+k+1 − ti+1

Ni+1,k−1(t) (二.2)

这里的 ti 不必像样条插值一样都取在 [0, 1] 之间，而是可以任意取值，只需要保证 ti+1 ≥ ti。

对于均匀的 B 样条，也就是 ti+1 − ti 在所有区间都是相等的，这时，在每阶中，基函数只是其他基

的平移和拷贝而已。

三 简单示例

为了简单，我们使用均匀 B 样条。设：

Ni,0(t) =

1 i ≤ t ≤ i+ 1

0 otherwise

Ni,1(t) = (t− i)Ni,0(t) + (ti+2 − t)Ni+1,0(t)

Ni,1(t) = tNi,0(t) + (t2 − t)Ni+1,0(t)

=


t− i i ≤ t < i+ 1

2− t+ i i+ 1 ≤ t ≤ i+ 2

0 otherwise

(三.1)

然后计算 Ni,2：

Ni,2(t) =



1
2
u2 if i ≤ t < i+ 1 u = t− i

−u2 + u+ 1
2

if i+ 1 ≤ t < i+ 2 u = t− (i+ 1)

1
2
(1− u)2 if i+ 2 ≤ t < i+ 3 u = t− (i+ 2)

0 otherwise

(三.2)

定义一系列的点：[1, 1], [3, 4], [5, 4], [7, 1], [8, 3], [10, 4], [12, 1]，然后把它们混合：

x(t) =
6∑

i=0

piNi,3(t) (三.3)

得到结果如下：
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这个结果是正常的，因为对于端点而言，基函数值不会重合，即权和小于 1，因此会达到 [0, 0] 点。下

图中，蓝线表示每个基 Ni,3 的支撑区间，只有在支撑区间重叠为 3 时，才是正常的拟合区间。

对于 6 个控制顶点来说，只有 [t2, t7] 这个区间是正常拟合的。

因此我们得到，对于 n 个控制点、k 次 B 样条，在 [tk−1, tn+1] 区间内：

n∑
i=0

Ni,k(t) = 1 (三.4)

四 B 样条的连续性

基函数 Ni,k(t) 在节点 tj 处是 Ck−2 连续的（这里指的是拼接处）。比如 3 次 B 样条在拼接处就是 C1

连续的。因此在上一节的图中，在 t2、t3 等这些位置都是 C1 连续的。

节点是可以重合的，即 ti 等于 ti+1。有节点重合的话，则在该点的光滑性就会降一阶（对于均匀 B
样条来说是不会重合的）。通过控制节点的重合度，就可以控制曲线的光滑性。

如果希望曲线的头尾两个控制端点被插值，则可以令：

t0 = t1 = ... = tk−1

tn+1 = tn+2 = ... = tn+k (四.1)

也就是让端点为 k 重，这样就会退化为贝塞尔曲线（这里 k = 3）：

贝塞尔曲线还有很多重要的性质，这些性质由数学家们进行证明和推广（见 [4]），能从直觉和简单的
例子去理解的内容其实并不会很多，而我们常用的 B 样条是非均匀有理 B 样条曲线，也就是 NURBS 曲
线。如果有空，我会专门写一个包含程序的进阶版，尽量直观上解释 B 样条的一些基本性质。
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