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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。
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一 有理多项式与贝塞尔曲线

NURBS 的概念其实牵扯了很多比较深入的数学原理（其实在贝塞尔曲线被提出以后，大量的研究就
倾入到了 Bernstein 基中）。而且这方面的入门和学习教材比较少，Google 一搜都是很零碎的概念，而深
入学习一门课程的时间成本太高，作为非专业研究人员则有些不值得。

书 [3] 是一个可以全面了解 NURBS 的不错的书（也需要一定的微分几何、场论的知识），也有大量例
程，但如果我们不想自己动手实现里面的一些功能，则该书的意义并没有那么大。在我看完 [1] 以后，有
了一些新的认识，所以决定整理一下。

Bezier 无法表示圆锥曲线（比如圆、椭圆和双曲线），而工业中圆形非常重要，尤其是需要精确表达
圆弧，而不仅仅是去近似圆弧。在计算机图形学中，齐次坐标与投影可以将一个点变换到投影空间（齐次

坐标空间）。投影空间的一条曲线投影到屏幕后，有可能构成一个圆形：

四维的齐次坐标 [x, y, z, w] 投影到三维就是 [ x
w
, y
w
, z
w
]。

所谓投影，就是要除以一个分母，而有理其实就是“含有分母”。有理贝塞尔曲线：
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可以看到，如果权 wi 都是相同的值的话，则就是一般的贝塞尔曲线。

对于二维的有理贝塞尔曲线，先将原来的控制点 pi 变换到三维空间 pi，然后再投影到二维上：

权重还有一个好处，就是哪个控制点的权越大，则曲线越靠近哪个控制点：
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二 NURBS 曲线

NURBS：Non-Uniform Rational B-Spline，即非均匀有理 B 样条，其实就是把多项式加权引入到了
B 样条中。引入多项式不可避免地会使 B 样条变得更复杂，但它带来的价值和意义远远高于了它的复杂
性。

NURBS 表示为：
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权系数可以控制生成圆锥曲线（通过设置不同的权重 wi 值来控制生成的曲线形状），具体的方法需要

一定的数学证明，这里就暂不介绍（我也没学习过怎么证明，但是结论很简单，就是给定几个控制点和相

关的权值）了，在一些 CAD 软件中（比如 MAYA），椭圆、圆弧就是通过 NURBS 来定义的。
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