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一 参数样条曲线的引入

一般的三次样条曲线无法构成一些非函数曲线，例如螺旋线，而三次参数样条曲线则可以构成这些曲

线。

设二维点 (x, y) 表示为函数 (x(t), y(t))。对于 x(t)，定义 t 中一系列的点（参考《平面曲线参数拟

合》），找到对应 (ti, xi)，然后进行参数曲线求解（和求解三次样条曲线）。

二 参数连续性与几何连续性的直观解释

对于样条函数，需要满足 C2 连续性，也就是型值点左右两边的两个三次多项式在该点处的二阶导相

等。

参数连续性的问题在于，如果选择不同的参数来描述同一个曲线，可能得到的曲线连续性会变化。

我以 [2] 给出的例子为例，一条直线从 p0 到 p1，我们用两段直线来表示：

参数方程可以写为：

ϕ(t) =

p0 +
p1−p0

3
t 0 ≤ t ≤ 1

p0 +
p1−p0

3
+ 2(p1−p0)

3
(t− 1) 1 ≤ t ≤ 2

(二.1)

ϕ′(1−) ̸= ϕ′(1+)

上面的参数方程一阶导并不连续。但是如果我们把 t 的区间分为 (0, 2
3
) 和 ( 2

3
, 2)：

ϕ(t) =

p0 +
p1−p0

2
t 0 ≤ t ≤ 2

3

p0 +
p1−p0

3
+ (p1−p0)

2
(t− 2

3
) 2

3
≤ t ≤ 2

(二.2)

ϕ′(
2

3
−) ̸= ϕ′(

2

3
+)

可以看到，明明是一条连续的线段，但是因为选择了不同的参数表示方法，所以得到参数表达式一个

一阶导是连续的，一个一阶导并不是连续的。

我们可以理解为，参数连续性是一个非常严格的限制。有时候，某个曲线就算不满足参数连续性，它

看起来似乎也是连续的（比如这条线段），我们定义几何连续性 G 来描述连续的曲线：只要存在一种变换，

使得 t = ρ(s)，a1 ≤ s ≤ b1，使得 ϕ(ρ(s)) ∈ Cn[a1, b1]，且满足
dϕ(ρ(s))

ds
̸= 0，则称 ϕ(t) 在 (a ≤ t ≤ b) 是 n

阶几何连续的曲线：

ϕ(t) ∈ Gn[a, b] (二.3)

至于为什么需要保证 dϕ(ρ(s))
ds

̸= 0，是因为防止曲线出现奇点（概念比较复杂，详见代数几何书籍）。

G0 连续表示两个曲线有公共的连接端点；G1 表示连接处切线方向连续，但切线大小不一定相等；G2

表示两个曲线连接处有公共的曲率圆，也就是曲率连续。

三 如何实现 G2 连续

参数曲线的 G2 连续我们早已解释过，就是求 (x(t), y(t)) 的参数曲线。
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四 如何实现 G0 连续

如果要实现 G0 连续，我们以下图为例：

这样就能根据 P4 点列一个式子：

y3(xp4
) = yp4

y3(xp3
) = yp3

y′3(xp3
) = y′p3+

y′3(xp4
) = y′p4− (四.1)

如果我们早就生成好了 G2 连续的曲线，则 y′p3+
就是已知的。对于 Office 的曲线功能就是如此，我

们定义插值点，生成 G2 连续的曲线，然后再自己进行编辑。上式一共有四个方程和四个未知数（三次函

数有四个未知数），因此可以进行求解。

现在我们来看参数曲线。对于参数曲线，就要写为：

xi(t) = ai + bit+ cit
2 + dit

3

x3(xp4
) = xp4

x3(xp3
) = xp3

yi(t) = ei + fit+ git
2 + hit

3

y3(yp4
) = yp4

y3(yp3
) = yp3

(四.2)

我们需要知道参数曲线的导数。当我们有参数曲线的时候，根据参数方程：dx
dt
就是切线在 x 方向的投影

长度，dy
dt
就是切线在 y 方向的投影长度。（注意导数可以计算为 dy

dx
= dy

dt
/dx

dt
。）
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这样就能得到求解方程所有需要的条件了。

五 如何实现 G1 连续

实现 G1 连续，以下图为例：

对于 G0 连续，当我们变化 y′p4+
时，y3(x)曲线不会发生任何变化。但当 G1 连续时，当我们变化 y′p4+

时，y3(x) 曲线为了保证和 y4(x) 保持一阶连续，则需要让 y′p4+
= λy′p4−。在 Office 中，会保持 y′p4− 切线

的大小不变，只改变方向：

我们需要更新 y3(x) 和 y4(x) 两段曲线。

六 G2 连续中，插值点变化时

对于 G2 连续，当插值点处的切线变化时，只会影响到左右两段线段：

但是当插值点位置发生变换时，我们需要重新计算整条曲线。但是由于一些特殊的性质，其实只会更

新插值点左边两条线段和右边两条线段。即如果 (xp3
, yp3

)的位置变了，则 y1(x)、y2(x)、y3(x)和 y4(x)这

四条曲线都会发生变化。这可以理解为当 pi 位置改变的时候，pi−2 和 pi+2 可以构成中间四条曲线的 G2

条件：

3



参考文献

[1] William H. Press, Numerical Recipes. The Art of Scientific Computing. 3rd Sep.2007

[2] [https://www.bilibili.com/video/BV1NA411E7Yr?p=4]

4


	参数样条曲线的引入
	参数连续性与几何连续性的直观解释
	如何实现G2连续
	如何实现G0连续
	如何实现G1连续
	G2连续中，插值点变化时
	参考文献

