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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。
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引子

在我强行阅读完 [2] 等一些图书和学习完一些专业课程后，我一直觉得小波是一个难以快速掌握精髓
的领域，直到我看到了 [1] 这本书。该书从 Haar 小波开始讲起，仅用了几章，就将小波分析讲得深入人
心。该书也是我们本文主要参考的书籍，可以让读者更容易地感受到小波尺度函数与小波函数的作用。

我承认，如果小波变换中只认识 Haar 小波，看起来就像是一场数字游戏，意义貌似并不大。但 Haar
作为最简单的小波（而且还是正交小波），是学习更有效的小波的重要桥梁。

一 V 空间

1 1 V0 空间

假设有一个函数：

ϕ(t) =

1, 0 ≤ t < 1

0, otherwise
(一.1)

这个函数倍乘左右平移整数格，就可以构成各种“阶梯函数”。我们把这些阶梯函数所在的空间称为 V0 空

间：

V0 = span{ϕ(t− k)}k∈Z ∩ L2(R) (一.2)

我们很容易证明 span{ϕ(t−k)}k∈Z 是 V0 的单位正交基。注意上面的求交 ∩，这是因为 span{ϕ(t−k)}k∈Z

扩张成的空间完全可以是能量无限的函数空间，但我们仅仅需要关注里面能量有限的部分，因此与 L2(R)
进行求交得到 V0 空间。

1 2 把函数投影到 V0 空间

投影方法：

P (g(t)) =
∑
k∈Z

⟨
g(t), ϕ(t− k)

⟩
ϕ(t− k) (一.3)

因此可以理解为投影后得到一个阶梯函数。注意这跟“函数分段离散化”很相似，函数分段后，段

[t0, t1) 的值可以是函数在 t0 的值，也可以是 t1 的值；投影时，每段的值是
⟨
g(t), ϕ(t − t0)

⟩
。下图是

f(t) = e−|t|（注意这是一个支撑为 (−∞,+∞) 之间的能量有限函数）在 V0 上的投影。
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1 3 更准确的投影

我们可以认为 P (g(t)) 是对 g(t) 的一个近似。但是这个近似貌似并没有那么准确，于是我们构建一个

新的函数：

ϕ(2t) =

1, 0 ≤ 2t < 1

0, otherwise
(一.4)

以及它整数平移后的函数张成的空间：

V1 = span{ϕ(2t− k)}k∈Z ∩ L2(R) (一.5)

现在，把 g(t) 投影到 V1 就能得到比刚才更精确的表示。

还能更精确么？当然。我们定义 Vj 空间：

Vj = span{ϕ(2jt− k)}k∈Z ∩ L2(R) (一.6)

当 j → +∞ 时，Vj 就趋近于整个 L2(R) 空间。
我们还可以得到这个关系：

Vj ⊂ Vj+1 (一.7)

V+∞ ≡ L2(R) (一.8)

现在有一个问题，ϕ(2jt− k)k∈Z 是不是单位基？并不是。我们希望通过 ϕ(t) 来定义 Vj 空间的单位正

交基，其实也很简单：2j/2ϕ(2jt− k)k∈Z 是单位基。因此，定义 Vj 空间的单位正交基：

ϕj,k(t) = 2j/2ϕ(2jt− k) k ∈ Z (一.9)

把 L2(R) 内的函数投影到 Vj 空间：

Pg,j(t) =
∑
k∈Z

⟨
ϕj,k(t), g(t)

⟩
ϕj,k(t) (一.10)

二 Haar 小波空间 W0

2 1 投影 V1 空间的函数到 V0

假设某个函数 f1(t) 是属于 V1 空间的，我们希望用 V0 空间的函数 f0(t) 去近似它，因此可以做投影：

P (f1,0(t)) =
∑
k∈Z

⟨
f1(t), ϕ(t− k)

⟩
ϕ(t− k) (二.1)

其实这就相当于在 f1(t) 函数的 [k, k+ 1)k∈Z 做平均，得到 f0(t− k)（蓝色函数表示 f1(t)，红色函数表示

f0(t)）：

我们总结一下公式（注意 ϕj,k(t) = 2j/2ϕ(2jt− k)）：

f1(t) ∈ V1 : f1(t) =
∑
k∈Z

akϕ1,k(t)

f0(t) ∈ V0 : f0(t) =
∑
k∈Z

bkϕ0,k(t)

=⇒ bk =

√
2

2
(a2k + a2k+1) (二.2)
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注意公式前面的
√
2
2
，与单位标准基有关。

2 2 残差函数

我们知道，f0(t) 是 f1(t) 在 V0 空间的近似。假设：

f1(t) = f0(t) + g0(t) =⇒ g0(t) = f1(t)− f0(t) (二.3)

称 g0(t) 为残差函数。

例如某个函数：

f1(t) = 2ϕ1,0(t) + 4ϕ1,1(t) + 5ϕ1,2(t) + 3ϕ1,3(t)

=⇒ f0(t) = 3
√
2ϕ0,0(t) + 4

√
2ϕ0,1(t) (二.4)

由于：

ϕ0,0(t) =
1√
2
ϕ1,0(t) +

1√
2
ϕ1,1(t)

ϕ0,1(t) =
1√
2
ϕ1,2(t) +

1√
2
ϕ1,3(t)

所以可以得到：

f0(t) = 3ϕ1,0(t) + 3ϕ1,1(t) + 4ϕ1,2(t) + 4ϕ1,3(t)

=⇒ g0(t) = −ϕ1,0(t) + ϕ1,1(t) + ϕ1,2(t)− ϕ1,3(t)

= −(ϕ1,0(t)− ϕ1,1(t)) + (ϕ1,2(t)− ϕ1,3(t)) (二.5)

为了简化上面的结果表示，我们定义一个小波函数：

ψ(t) = ϕ(2t)− ϕ(2t− 1) =


1, 0 ≤ t < 1

2

−1, 1
2
≤ t < 1

0, otherwise

(二.6)

该函数的图示如下：

这样，我们就可以把 g0(t) 写为：

g0(t) = −
√
2ψ(t) +

√
2ψ(t) (二.7)

对于任意 f1(t) ∈ V1，其在 V0 上的投影为 f0(t)，残差函数 g0(t) 都可以表示为：

g0(t) =
∑
k∈Z

ckψ(t− k)

ck =
1√
2
(a2k − a2k+1) (二.8)

2 3 残差空间

根据小波函数 ψ(t) 来定义残差空间：

W0 = span{ψ(t− k)}k∈Z ∩ L2(R) (二.9)
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其中，{ψ(t− k)}k∈Z 是 W0 的一组标准正交基。

现在总结一下。V0 空间的一组标准正交基是：{ϕ(t−k)}k∈Z。W0 空间的一组标准正交基是 ψ(t−k)k∈Z。

现在定义 Wj 空间：

Wj = span{ψ(2jt− k)}k∈Z ∩ L2(R) (二.10)

其单位正交基为 {2j/2ψ(2jt− k)}k∈Z，简写为 ψj,k(t)

2 4 正交性

设函数 f(t) ∈ V0，函数 g(t) ∈ W0，由此可得：⟨
f(t), g(t)

⟩
(二.11)

这很好证明，可以把 f(t) 和 g(t) 分别写为一系列 ϕ(t− k)k∈Z 和 ψ(t− l)k∈Z 的和的形式，然后来证明内

积为 0。

上式说明，V0 和 W0 相互正交。由因为 f(t) + g(t) 可以构成全部 V1 空间里的函数，所以：

V1 = V0 ⊕W0 (二.12)

进一步扩展：

⟨
ϕj,k(t), ψl,m(t)

⟩
=

1, if j = l and k = m

0, otherwise
(二.13)

我们给出扩张公式 (Dilation Equation)：

ϕj,k(t) =

√
2

2
ϕj+1,2k(t) +

√
2

2
ϕj+1,2k+1(t) (二.14)

ψj,k(t) =

√
2

2
ϕj+1,2k(t)−

√
2

2
ϕj+1,2k+1(t) (二.15)

最后，我们可以给出：

Vj+1 = Vj ⊕Wj (二.16)

三 空间分解

3 1 空间分解

我们知道：

Vj+1 = Vj ⊕Wj (三.1)

所以：

V5 = V4 ⊕W4

= V3 ⊕W3 ⊕W4

= V2 ⊕W2 ⊕W3 ⊕W4

= V1 ⊕W1 ⊕W2 ⊕W3 ⊕W4

= V0 ⊕W0 ⊕W1 ⊕W2 ⊕W3 ⊕W4 (三.2)

其实，V0 还可以分解为 V−1 ⊕W−1，规则不变。

设 fj(t) ∈ Vj，gk(t) ∈ Wk，则对 Vj+M 空间的函数进行分解，可以得到：

fj+M (t) = fj(t) + gj(t) + gj+1(t) + · · ·+ gj+M−1(t) (三.3)
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3 2 信号分解与重建

有了前面的基础，我们写一下信号分解和重建的表示方法：

fj+1(t) =
∑
k∈Z

akϕj+1,k(t)

fj+1(t) =
∑
k∈Z

bkϕj,k(t) +
∑
k∈Z

ckψj,k(t)

bk =
1√
2
(a2k + a2k+1) ck =

1√
2
(a2k − a2k+1) (三.4)

举个例子来更好地说明一下。设某个信号 f2(t)：

f2(t) = 2ϕ2,0(t) + 3ϕ2,1(t) + 5ϕ2,2(t) + ϕ2,3(t) (三.5)

根据上式可以写为：

f2(t) =
5√
2
ϕ1,0(t) +

6√
2
ϕ1,1(t) +

−1√
2
ψ1,0(t) +

4√
2
ψ1,1(t) (三.6)

图示如下：

3 3 总结

小波分解其实就是把信号分解到各个子空间中，而这些子空间又是相互正交的，并且具有不同的特性。

通过 Haar 小波的空间分解，我们可以很好地掌握小波变换的实际意义——将信号分为近似的部分和
细节的部分。Haar 小波很适合用来理解离散小波变换。不过，为了更深入理解小波变换，我认为在认识
了小波空间以后，应该再去学习和理解连续小波变换的内容，而不是直接陷入到离散小波中——这会带来

很多固有和片面的印象。
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