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一 连续周期信号-傅里叶级数

关于傅里叶变换的产生我已经写过 [1]，所以这里并不再赘述，而是做一个简单的回顾。
对于连续周期信号，我们想把它表示为一系列复指数信号的和的形式：

f(x) = a0 + a1e
jω0x + a2e

2jω0x + a3e
3jω0x + · · · (一.1)

ω0 叫做基波频率。为什么要定义一个基波频率，这是因为这样就能说明这个函数 f(x) 是一个周期函

数。当 a1 ̸= 0 时，最小的周期为 2π
ω0
。

当然，如果一个函数写成复指数的形式是：

f(x) = a0 + a1e
jω1x + a2e

jω2x + a3e
jω3x + · · · (一.2)

我们也一定能找到一个最小的 ω0，使得 ω1 = n1ω0，ω2 = n2ω0，ω3 = n3ω0... 其中，n1, n2, n3 都是

正整数。这样，就得到了基波频率 ω0。

当然，我们也可以理解为 f(x) 与不同角频率复指数信号的相似程度。如果 a1 > a2，说明函数 f(x)

与 ejω0x 比 f(x) 与 e2jω0x 更相近。

an 被称为傅里叶级数，它的求法也很简单：

f(x) =

+∞∑
k=−∞

ake
jkω0x (一.3)

f(x)e−jnω0x =

+∞∑
k=−∞

ake
jkω0xe−jnω0x =

+∞∑
k=−∞

ake
j(k−n)ω0x (一.4)

∫ T

0

f(x)e−jnω0xdx =

+∞∑
k=−∞

ak

[ ∫ T

0

ej(k−n)ω0xdx
]

(一.5)

[ ∫ T

0

ej(k−n)ω0xdx
]
=

T, k = n

0, k ̸= n
(一.6)

=⇒ an =
1

T

∫ T

0

f(x)e−jnω0xdx (一.7)

可以看到，a0 =
1
T

∫ T

0
f(x)dx，即一个周期内的平均值。

二 离散周期信号-傅里叶级数

离散信号同理，设离散周期信号 f [n] 的周期为 N：

f [n] = f [n+N ] (二.1)

与连续信号同理，定义周期复指数信号：

ϕk[n] = ejkω0n = ejk
2π
N n (二.2)

ϕk+N [n] = ej(k+N) 2π
N n = ejk

2π
N n · e2jπn = ejk

2π
N n = ϕk[n] (二.3)

表示为复指数信号的和的形式为：

f [n] =
∑

k=<N>

ake
jk 2π

N n (二.4)

这里的 n 可以是 [0,1,2,...,N-1]，也可以是 [2,3,4,...,N+1]。从上面可以看到，相比于连续信号，离散信
号具有更好的性质：对于周期为 N 的信号，由于 f [n] 和 ϕk[n] 是周期重复的，则表示成傅里叶级数以后

级数值 ak 也应当是周期重复的，周期为 N。
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至于级数怎么求，其实也不难：

f [n] =
∑

k=<N>

ake
jk 2π

N n (二.5)

∑
n=<N>

f [n] =
∑

n=<N>

[ ∑
k=<N>

ake
jk 2π

N n

]
(二.6)

∑
n=<N>

[
f [n]e−jr 2π

N n

]
=

∑
n=<N>

[ ∑
k=<N>

ake
jk 2π

N ne−jr 2π
N n

]
=

∑
n=<N>

[ ∑
k=<N>

ake
j(k−r) 2π

N n

]
(二.7)

=
∑

k=<N>

ak

[ ∑
n=<N>

ej(k−r) 2π
N n

]
(二.8)

又因为（下面的内容其实展开成 sin 和 cos 的形式就能很简单得到）：[ ∑
n=<N>

ej(k−r) 2π
N n

]
=

N, k = 0,±N,±2N, · · ·

0, otherwise
(二.9)

所以可以得到：

ar =
1

N

∑
n=<N>

f [n]e−jr 2π
N n (二.10)

f [n] = a0ϕ0[n] + a1ϕ1[n] + a2ϕ2[n] + · · ·+ aN−1ϕN−1[n] (二.11)

= a1ϕ1[n] + a2ϕ2[n] + a3ϕ3[n] + · · ·+ aNϕN [n] (二.12)

我们再次提一句，ak 是周期重复的。

三 连续非周期信号-连续时间傅里叶变换 CTFT

我们重新看一下傅里叶级数。因为是在一个周期内，所以积分区间其实可以写为 [−T
2
, T
2
]

f(x) =

+∞∑
k=−∞

ake
jkω0x (三.1)

ak =
1

T

∫ T
2

−T
2

f(x)e−jkω0xdx =
1

T

∫ T
2

−T
2

f(x)e−jk 2π
T xdx (三.2)

当周期 T 逐渐变大的时候，如果我们用一个笛卡尔坐标系的横坐标表示 ω，纵坐标表示 ak，我们会

发现 ak 和 ak+1 之间的距离会越来越接近。当 T 为无穷大时，这是周期信号就变为了非周期信号（或者

说，是周期无穷大的周期信号），此时，各个傅里叶级数 ak 连成了一个连续函数。

我们用 ω 来表示 kω0，经过一系列的推导，可以得到： f(x) = 1
2π

∫ +∞
−∞ F (jω)ejωxdω

F (jω) =
∫ +∞
−∞ f(x)e−jωxdx

(三.3)

对于连续的周期信号，傅里叶变换可以表示为：

F (jω) =

+∞∑
k=−∞

2πakδ(ω − kω0) (三.4)

四 离散非周期信号-离散时间傅里叶变换 DTFT

首先我们有一个信号 f [n]，我们将它有不为 0 的区间 [−N1, N2] 定义为有值空间，设一个大于区间宽

度的周期，扩展为离散周期信号 f̃ [n]，周期为 N，其中 N > N2 +N1。离散时间傅里叶变换表示如下：
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ak =
1

N

∑
n=<N>

f̃ [n]e−jk 2π
N n (四.1)

f̃ [n] =
∑

k=<N>

ake
jk 2π

N n (四.2)

我们也可以表示为：

ak =
1

N

+∞∑
n=−∞

f [n]e−jk 2π
N n (四.3)

我们设 ω0 =
2π
N
，然后得到：

ak =
1

N

+∞∑
n=−∞

f [n]e−jkω0n (四.4)

我们再令：

F (ejω) =

+∞∑
n=−∞

f [n]e−jωn (四.5)

ak =
1

N
F (ejkω0) (四.6)

我们可以看出，F (ejω) 是一个周期为 2π 的周期函数。我们再重新表示一下 f̃ [n]：

f̃ [n] =
∑

k=<N>

1

N
F (ejkω0)ejkω0n (四.7)

1

N
=

ω0

2π
=⇒ f̃ [n] =

1

2π

∑
k=<N>

F (ejkω0)ejkω0nω0 (四.8)

随着 N → ∞，得到：

f [n] =
1

2π

∫
2π

F (ejω)ejωndω (四.9)

上面的积分区间是 2π 是因为积分区域一共是 N 个数，其中每个树的间隔是 ω0，又因为 ω0 =
2π
N
，所

以总积分区间的宽度是 2π。这样，我们得到的离散时间傅里叶变换对： f [n] = 1
2π

∫
2π

F (ejω)ejωndω

F (ejω) =
∑+∞

n=−∞ f [n]e−jωn
(四.10)

对于离散周期信号的傅里叶变换，就是（我们会在《周期信号的傅里叶变换：连续时间与离散时间》

里进行讲解）：

F (ejω) =

+∞∑
k=−∞

2πakδ
(
ω − 2πk

N

)
(四.11)

有人说，DTFT就是计算机所计算的离散信号的傅里叶变换表示，这是不对的，因为计算出来的 F (ejω)

是连续信号，计算机没有办法表示连续信号。所以，DTFT 其实也只是存在于理论中的变换方法。对于有
限长的信号，还是得借助转变为周期信号。

五 总结

最后，做一点简单的解释。为什么连续时间傅里叶变换用 F (jω) 来表示，而离散时间傅里叶变换用

F (ejω) 来表示，其实这是与系统的频率响应有关的。对于离散时间傅里叶变换，用 F (ejω)，其实就说明了

这是一个周期函数，因为 ejω = ej(ω+2π)，所以我么可以看出离散时间傅里叶变换是以 2π 为周期的函数。
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