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一 连续时间周期信号的傅里叶变换

1 1 基本原理与推导

首先给出连续时间周期信号的傅里叶级数和逆变换公式：

ak =
1

T

∫ T

0

f(x)e−jkω0xdx (一.1)

f(x) =

+∞∑
k=−∞

ake
jkω0t =

+∞∑
k=−∞

ake
jk 2π

T t (一.2)

现在考虑一个信号 x(t)，假设这个信号的傅里叶变换是一个面积为 2π，出现在 ω = ω0 处的单独的一

个冲激：

X(jω) = 2πδ(ω − ω0) (一.3)

进行逆变换：

x(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
X(jω)ejωtdω (一.4)

=⇒ x(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
2πδ(ω − ω0)e

jωtdω = ejω0t (一.5)

推广一下，如果 X(jω) 是等间隔的一组冲激函数的线性组合：

X(jω) =

+∞∑
k=−∞

2πakδ(ω − kω0) (一.6)

则根据逆变换公式，就可以得到（这是一个周期信号）：

x(t) =

+∞∑
k=−∞

ake
jkω0t (一.7)

这个式子与 Equ.(一.2) 完全一样。因此一个周期信号的傅里叶变换，可以看做是频率域上的一串冲激函
数。

1 2 一个例子

假设有一个周期为 T 的周期冲激串：

x(t) =

∞∑
−∞

δ(t− kT ) (一.8)

求出傅里叶级数为：

ak =
1

T

∫ +T
2

−T
2

δ(t)e−jkω0tdt =
1

T
(一.9)

于是傅里叶变换就是：

X(jω) =
2π

T

+∞∑
k=−∞

δ(ω − 2πk

T
) (一.10)

可以看到，周期为 T 的冲激串傅里叶变换后的周期是 2π
T
，这也符合直觉，即周期变大时，频域间隔就会

变小。
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二 离散时间周期信号的傅里叶变换

2 1 基本原理与推导

对于离散周期信号 x[n]，其傅里叶级数为：

ak =
1

N

∑
n=<N>

x[n]e−jk 2π
N n (二.1)

考虑一个信号：

x[n] = ejω0n (二.2)

类似于连续周期信号，其傅里叶变换也应该是周期的。但是需要注意的是，离散时间傅里叶变换的结果对

于 ω 来说一定是一个周期为 2π 的函数，所以 x[n] 的傅里叶变换应该是在 ω0, ω0 ± 2π, ω0 ± 4π, ... 等处

的冲激串：

X(ejω) =

+∞∑
l=−∞

2πδ(ω − ω0 − 2πl) (二.3)

验证该式：

1

2π

∫
2π

X(ejω)ejωndω =
1

2π

∫
2π

+∞∑
l=−∞

2πδ(ω − ω0 − 2πl)ejωndω (二.4)

注意在一个 2π 长度的区间内只包含一个冲激，比如包含 ω = ω0 + 2πr 处的冲激，那么：

1

2π

∫
2π

X(ejω)ejωndω = ej(ω0+2πr)n = ejω0n (二.5)

对于一个周期序列 x[n]，傅里叶级数和傅里叶变换就是：

ak =
1

N

∑
n=<N>

x[n]e−jk 2π
N n (二.6)

X(ejω) =

+∞∑
k=−∞

2πakδ(ω − 2πk

N
) (二.7)

关于傅里叶变换怎么来的，我再多写一两步：

X(ejω) =

+∞∑
l=−∞

+∞∑
k=−∞

2πakδ(ω − kω0 − 2πl)
(
kω0 =

2πk

N

)
=

+∞∑
l=−∞

+∞∑
k=−∞

2πakδ(ω − 2πk

N
− 2πl) (二.8)

这里的 l 并没有太多实际作用，而且毕竟 X(ejω) 是周期为 2π 的函数，所以可以去掉（令 l = 0）。因此，

得到上述傅里叶变换结果 Equ.(二.7)。
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2 2 一个例子

假设一个信号 x[n]：

x[n] =

+∞∑
k=−∞

δ[n− kN ] (二.9)

傅里叶级数的系数为：

ak =
1

N

∑
n=<N>

x[n]e−jk 2π
N n =

1

N
(二.10)

所以傅里叶变换就是：

X(ejω) =
2π

N

+∞∑
k=−∞

δ(ω − 2πk

N
) (二.11)
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