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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。
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一 从 Haar 小波理解尺度滤波器和小波滤波器

本文的内容量较少，也较为简单，仅仅作为一些内容补充。

1 1 Haar 尺度滤波器

尺度滤波器写作：
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(一.1)

频域表示为：
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所以，模为：

|H(ω)| =
√
2
∣∣ cos(ω

2
)
∣∣ (一.2)

图示为（这是一个周期为 2π 的函数，我们只考虑其中一个周期）：

该滤波器的作用是保留低频部分，衰减高频部分，因此称为低通滤波器。{hk}k∈Z ∈ L2(Z) 是低通滤
波器 H(ω) 的脉冲响应。

1 2 Haar 小波滤波器

小波滤波器写作：

g =
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(一.3)

频域表示为：
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所以，模为：

|G(ω)| =
√
2
∣∣ sin(ω

2
)
∣∣ (一.4)

图示为（这也是一个周期为 2π 的函数，我们只考虑其中一个周期）：
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该滤波器的作用是保留高频部分，衰减低频部分，因此称为高通滤波器。{gk}k∈Z ∈ L2(Z) 是高通滤
波器 G(ω) 的脉冲响应。

在计算小波滤波器系数时，一般都是通过尺度滤波器系数来计算比较简单：

gk = (−1)kh1−k (一.5)

二 函数表示和滤波器性质

2 1 函数频域表示

为了更清楚地了解频域特性和滤波器特性，我们从函数的角度来进行分析。

设 f1(t) ∈ V1，所以存在 {fn}n∈Z ∈ L2(Z)，使得：

f1(t) =
∑
n

fnϕ1,n(t) (二.1)

频域表示为：

f̂1(ω) =
( 1√

2

∑
n∈Z

fne
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2 n
)
ϕ̂(
ω

2
)

= F (
ω
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2
) (二.2)

其中：

F (ω) =
1√
2

∑
n∈Z

fne
−iωn (二.3)

2 2 滤波器性质

由于： ∑
k∈Z

|hk|2 = 1 (二.4)

所以： ∑
k∈Z

|gk|2 =
∑
k∈Z

|(−1)kh1−k|2 = 1 (二.5)

同时，我们前面得到过： ∑
k∈Z

hkgk = 0 (二.6)∑
k∈Z

hkhk−2l = 0 (二.7)

也可以推出： ∑
k∈Z

gkgk−2l = 0 (二.8)
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因此，设 L2(Z) 上的序列 {hk}k∈Z、{gk}k∈Z、{hk−2l}k∈Z 和 {gk−2l}k∈Z，它们之间的正交性为：

{hk}k∈Z ⊥ {gk}k∈Z (二.9)

{hk}k∈Z ⊥ {hk−2l}k∈Z,l∈Z,l ̸=0 (二.10)

{gk}k∈Z ⊥ {gk−2l}k∈Z,l∈Z,l ̸=0 (二.11)

而且 {hk}k∈Z、{gk}k∈Z 都是 L2(Z) 上的单位向量，
也就是说，当：

{ϕ(t− n)}n∈Z ⊥ {ψ(t− n)}n∈Z (二.12)

(二.13)

可以写为： {
{hk−2l}k∈Z,l∈Z, {gk−2l}k∈Z,l∈Z

}
(二.14)

构成 L2(Z) 的一组标准正交基。
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