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一 小波的引入

我一直在思考，如果哪天让我去介绍小波，我应该从什么方向去介绍。

大部分人会倾向于去从短时傅里叶变换开始介绍 [1]，这也符合我们的直观感受，可以让大家很快地
掌握小波变换的原理——你不需要知道什么是多分辨分析与重构，也不需要知道各种能量守恒定义，也不

需要知道各种完备性的推导，小波变换的应用似乎很简单。

但是，我还是想去从更深层次、更有启发性的层次去介绍小波，因此，一些原理和分析方法都是必不

可少的。我的目标是尽量由浅入深，从整体的角度来介绍小波的方方面面，包括一些加速算法。这同时也

是自己的一次知识梳理和加深印象的过程。

我先给出一个值得思考的例子。

1 1 测不准原理与瞬时频率

怎么衡量一个信号（或函数）的变化速率？

学过微积分的人都知道求导，导数可以精准地描述一个点处函数的变化速率。

还有没有别的衡量函数变化速率的方法？

答案就是傅里叶变换。如果傅里叶变换得到的结果中，高频部分占主导，就说明这个函数变化比较剧

烈。但是傅里叶变换只能看到整体的信号变化速率，你不知道变化快的部分出现在什么位置。而导数又过

于精细，精确到了每个点，但是有些时候，我们又不需要那么精细。比如一个信号：

a 和 b 处的导数相同，但是很明显它们属于不同频率段的正弦波上，所以仅凭导数不同无法体会信号
的“频率”。

于是，出现了短时傅里叶变换 STFT，也就是说给每段信号单独做傅里叶变换，但是“每段”的长度
也不能太小，否则会失去意义。类似海森堡不确定性原理，你无法同时获取某时刻一个粒子的位置和动量

（你可以选择去观察这个电子的动量，你也可以去观察电子的位置，但是你无法同时观察到这两个属性，这

与你的测量工具没有任何关系 [2]）——你也无法同时获取信号在精准时刻的频率（真正的瞬时频率）, 要
么你获得信号在某一段的频率，要么你获得它在时域上的变化情况。

根据测不准原理在信号上的描述，你的测量工具（时间-频率分析）一定是有最底线的，你不可能同时
把时间维度和频率维度都分析得绝对好。我们把一个大的信号进行分段，但是如果直接按照两边完全截断

的方式来做“窗”，就相当于引入了单位阶跃函数，信号从 0 瞬间窜到分段后的起始值：

当然，在做 DFT 时，如果窗内信号开始和结尾值相同，则并不会造成什么影响（DFT 不会由此引入
单位阶跃函数），但毕竟是特例。

为此，我们需要应用 Gabor 变换（加类高斯窗的 STFT）来缓解这个问题，类高斯窗虽然性质更好，
但它具有“模糊性”，“窗”外的信号对“窗”内的傅里叶变换也会有一些影响，所以分析能力会受限：
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小波分析同样会受到测不准原理的影响，但是它提供了看待问题的新的角度。我们把这些问题的具体

分析放在以后再进行讲解。

本文作为小波分析的起始篇，不会介绍过多理论性的内容，而是介绍一下小波和信号空间的知识。

二 L2(R) 空间

在线性代数中，我们了解到了向量空间与基，这里我们再对“空间”这个概念进行一下扩展，定义由

函数构成的空间——函数空间。

2 1 有限能量信号（函数）与 L2(R) 空间

要一个函数能量有限，则它趋近于正负无穷时，函数值必须趋近于 0，也就是通俗上说的“衰减得足

够快”。用数学方式来表示，就是对于一个能量有限函数（这个函数可能是复数函数）：∫
R
|f(t)|2dt < ∞ (二.1)

我们对函数的自变量做一些限制，即要求函数自变量是实数，而函数值可以是复数：

f : R → C (二.2)

例如：

f(x) = eix, x ∈ R (二.3)

L2(R) 空间定义如下：

L2(R) =
{
f : R → C

∣∣∣∣ ∫
R
|f(t)|2dt < ∞

}
(二.4)

2 2 测量集

在计算一个函数是否是能量有限时，会用到积分，但有些情况下积分并不很明确，例如函数中处处为

0，但是某个点不为 0，那该怎么计算积分呢？则此时就需要引入测量集 (measurable sets)，详情可以参考
测度论的内容，但我们暂时并不需要太多这方面的基础。

单个点的测度 (measure) 是 0，有限数量的点测度当然也是 0，因此，如果一个函数 f(t) 与另一个函

数 g(t) 相等，则我们认为它们在除了某些测度 0 的点处其他位置处处相等。同理，如果一个函数属于 0
函数，则说明除了某些测度 0 的点其他位置该函数的值都是 0。

2 3 函数的支撑 (support)

一个函数的支撑就是它大于 0 的部分：

support(f) =
{
t ∈ R

∣∣ f(t) ̸= 0
}

(二.5)

L2(R) 空间的函数的支撑可以是整个 R，但当函数自变量趋近于无穷时，函数值会越来越小，而且下
降速度“足够快”。
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2 4 函数的内积

函数的内积相当于函数在另一个函数上的投影，设两个函数 f(t), g(t) ∈ L2(R)，它们的内积定义为：〈
f(t), g(t)

〉
=

∫
R
f(t)g(t)dt (二.6)

函数的模 (Norm) 定义为：

||f ||2 =
〈
f(t), f(t)

〉
=

∫
R
|f(t)|2dt (二.7)

内积中的标量倍乘 (Scalar Multiplication 二.8)、平移 (Translates 二.9) 和扩张 (Dilates 二.10)：〈
c× f(t), g(t)

〉
= c

〈
f(t), g(t)

〉〈
f(t), c× g(t)

〉
= c

〈
f(t), g(t)

〉
(二.8)〈

f(t− k), g(t− l)
〉
=

〈
f(t), g(t− (l − k))

〉
(二.9)〈

f(2mt− k), g(2mt− l)
〉
= 2−m

〈
f(t), g(t− (l − k))

〉
(二.10)

关于式 二.9 的图释：

关于式 二.10 的图释：
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Cauchy-Schwarz 不等式： ∣∣〈f(t), g(t)〉∣∣ ≤ ||f(t)|| · ||g(t)|| (二.11)

三角不等式：

||f(t) + g(t)|| ≤ ||f(t)||+ ||g(t)|| (二.12)

三 子空间、基与投影

3 1 子空间

假设有一个函数空间 V1，里面的函数 f(t) 都是由一堆 box 函数倍乘并左右整数平移整数 k 得到：

box(t) =

1, 0 ≤ t < 1

0, otherwise

f(t) =
+∞∑

n=−∞

anbox(t− kn) (三.1)

现在考虑另一个函数空间 V2，里面的函数 g(t) 都是由一堆扩张一倍的 box 函数倍乘并左右平移偶数
2k 得到：

box2(t) =

1, 0 ≤ t < 2

0, otherwise

g(t) =
+∞∑

n=−∞

bnbox(t− 2× kn) (三.2)

可以感受到，V1 包含有 V2 中所有的函数，而且，V2 中的运算对于加法是封闭的：

c, d ∈ scalar

g1(t), g2(t) ∈ V2 =⇒ c× g1(t) + d× g2(t) ∈ V2 (三.3)

3 2 基

一个向量空间可以由一组基来唯一确定，同理，函数空间也可以由一组基函数来唯一确定。假设 W
是 L2(R) 的子空间，假设 {ek(t)}k∈Z 是 W 内的一组基函数，则如果：

〈
ej(t), ek(t)

〉
=

1, j = k

0, j ̸= k
(三.4)

则这组基是正交标准基。在 W 里的任何函数都可以写成用这组正交标准基来表示的形式：

f(t) =
∑
k∈Z

akek(t) (三.5)

其中：

ak =
〈
f(t), ek(t)

〉
=

∫
R
f(t)ej(t)dt (三.6)

3 3 投影

投影也是向量中一个很重要的概念，在函数空间也是类似，例如 W 是 L2(R) 的子空间，则定义一个
投影 P : L2(R) → W。
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设 {ek(t)}k∈Z 是 W 内的一组单位正交基。投影也可以这么写：

P (g(t)) =
∑
k∈Z

〈
g(t), ek(t)

〉
ek(t) (三.7)

对于全部的 f(t) ∈ W，我们都有：P (f(t)) = f(t)。

对于 g(t) ∈ L2(R)，我们还可以定义投影的范数 (Norm)：

||P (g(t))||2 =
∑
k∈Z

|
〈
g(t), ek(t)

〉
|2 (三.8)

以及投影的上界 (Upper Bound)：

||P (g(t))|| ≤ ||g(t)|| (三.9)

毕竟 {ek(t)}k∈Z 是单位正交基，所以投影到更小的空间里以后，其函数的范数只会更小。

其实，P (g(t)) 就是投影 P : L2(R) → W，即把 L2(R) 空间中的函数 g(t) 投影到子空间 W 中。

四 小波与空间的关系

在结尾，我打算写一写关于小波和空间、投影之间的关系。

小波和加窗傅里叶变换的根本不同点在于，它的尺度是变化的，不像傅里叶变换永远都是不同频率的

正弦波组合。小波信号的这种尺度变化性并不能说它的分析能力高于傅里叶变换（实际上，都会受到测不

准原理的限制），但是它可以给信号的分析提供另一个角度，这也是多分辨分析同样能应用广泛的一个重

要的原因。

当信号被分解为不同尺度的小波表示时，实际上就是投影到了不同的子空间里，把所有的子空间合并，

就是整个 L2(R) 空间。而子空间的拆分方式是合情合理的，可以简单理解为把信号空间分解成了不同频率
表示的部分。注意，傅里叶变换也可以这么分解，比如频率高于某值划分为一类子空间，低于某值划分为

另一类子空间，然后把频率较低的类别的子空间再进行划分（这非常像离散小波变换）。由此可知，小波

的空间划分并不是史无前例的，但小波的重要性在于其性质和定理证明中发现的一些优良特性。

短时傅里叶变换（Gabor 变换）会加高斯窗，而小波也不是完美的，它也是在中间振动剧烈，两边振
幅较弱的函数，但我们并不能因此就说它优于加窗傅里叶变换，因为正弦波加个高斯窗以后也呈现出小波

振动的样式。在数学推导的加持下，小波变换确实有傅里叶变换所不具备的功能（尤其是正交小波分析的

离散性）。

在分析小波时，一定要结合傅里叶变换与低通带通滤波器设计思想来理解，思考它们之间的联系以及

区别。
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