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一 离散周期序列的傅里叶级数

离散傅里叶系数缩写为 DFS。
我们用上标 ∼ 表示周期信号，例如某周期信号 x̃[n]。若 x̃[n] 的周期为 N，则其傅里叶级数为：

X̃[k] =
N−1∑
n=0

x̃[n]e−j 2π
N kn (一.1)

其实求和项可以不从 0 到 N − 1，只要是连续的一个周期就可以，比如 2 到 N + 1。可以看到，X̃[k] 也

是一个周期信号，周期同样为 N。

根据级数求 x̃[n] 的公式为：

x̃[n] =
N−1∑
n=0

X̃[k]ej
2π
N kn (一.2)

为了表示更简单，符号简化为：

WN = e−j 2π
N (一.3)

于是，分析式与合成式分别表示为：

X̃[k] =

N−1∑
n=0

x̃[n]W kn
N

x̃[n] =
1

N

N−1∑
n=0

X̃[k]W−kn
N (一.4)

二 离散周期序列的傅里叶变换

对于非周期信号来说通常会写成傅里叶变换的形式，这并不是说周期信号没有傅里叶变换，只是我们

只需要离散的点就可以。但我们也会去表示成傅里叶变换的形式，去探究一些性质。

一个序列要想做傅里叶变换，这个序列需要能量有限，即该序列是平方可加的。周期序列很显然不满

足这个条件，但是使用一个脉冲串就可以表示成傅里叶变换的形式（如果要准确地证明则会涉及到广义函

数理论的内容）。

对于周期为 N 的信号 x̃[n] 的傅里叶级数为 X̃[k]，x̃[n] 的傅里叶变换可以写为 X̃(ejω)（导出方法见

《周期信号的傅里叶变换：连续时间与离散时间》）：

X̃(ejω) =
+∞∑

k=−∞

2π

N
X̃[k]δ

(
ω − 2πk

N

)
(二.1)

在《周期信号的傅里叶变换：连续时间与离散时间》中给出过关于 x[n] = ejω0n 的傅里叶变换的正确

性，我们在这里给出完整的正确性证明：

1

2π

∫ 2π−ϵ

0−ϵ

X̃(ejω)ejωndω =
1

2π

∫ 2π−ϵ

0−ϵ

+∞∑
k=−∞

2π

N
X̃[k]δ

(
ω − 2πk

N

)
ejωndω (二.2)

=
1

2π

+∞∑
k=−∞

2π

N
X̃[k]

∫ 2π−ϵ

0−ϵ

δ
(
ω − 2πk

N

)
ejωndω (二.3)

其中，0 < ϵ < 2π
N
，之所以不是在 0, 2π 上进行积分，是因为在 ω = 0 和 ω = 2π 处都有脉冲，我们很难去

处理这种情况。由于在 0− ϵ, 2π − ϵ 范围内只包括 k = 0, 1, ..., (N − 1) 的脉冲，所以可以写为：

1

2π

∫ 2π−ϵ

0−ϵ

X̃(ejω)ejωndω =
1

N

N−1∑
k=0

X̃[k]ej
2π
N kn (二.4)
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注意在将有限长序列变为周期序列的时候，比如有限长序列长度为 N，那么设其在整个无限信号的范

围是 0−N − 1，即：

x[n] =

x̃[n], 0 ≤ n ≤ N − 1

0, otherwise
(二.5)

拓展到周期序列时周期一般定为 N（当然也可以设置为大于 N 的任何整数，但定义为 N 最直接也最简

单）。

三 傅里叶变换采样

我们可能会注意到，离散非周期信号的傅里叶变换是周期为 2π 的连续函数，而离散周期信号的傅里

叶级数周期为 N，但由于复指数系数 2π
N
的关系，好像周期也是与 2π 有关的样子。如果我们对离散非周

期信号的傅里叶变换进行采样，结果会如何呢？本节就是在研究非周期序列与周期序列之间的更广泛的关

系。

注意，对于连续信号，连续非周期信号的傅里叶变换经过采样以后，得到离散非周期信号，此时离散

非周期信号的傅里叶变换为周期 2π 的函数。

考虑一个非周期序列 x[n]，其傅里叶变换为 X(ejω)，假设序列 X̃[k] 是对 X(ejω) 在 ωk = 2πk
N
处采

样得到的：

X̃[k] = X(ej
2π
N k) (三.1)

这相当于在单位圆上等间隔采样（这个序列也是周期的，例如 k = N 和 k = 0 结果是一样的），我们以

N = 8 为例：

由于 X̃[k] 是一个周期序列，可以看做是一个序列 x̃[n] 的傅里叶级数序列。写为：

X̃[k] =
N−1∑
n=0

x̃[n]W kn
N

x̃[n] =
1

N

N−1∑
n=0

X̃[k]W−kn
N (三.2)

对于这个非周期信号 x[n]，假设其存在傅里叶变换：

X(ejω) =
+∞∑

m=−∞

x[m]e−jωm (三.3)

于是可以得到（ωk = 2πk
N
）：

x̃[n] =
1

N

N−1∑
n=0

( +∞∑
m=−∞

x[m]e−j 2πk
N m

)
W−kn

N

=
+∞∑

m=−∞

x[m]
[ 1

N

N−1∑
n=0

W
−k(n−m)
N

]
=

+∞∑
m=−∞

x[m]p̃[n−m] (三.4)
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其中，p̃[n−m] 可以看做周期脉冲串的傅里叶表示：

p̃[n−m] =
1

N

N−1∑
n=0

W
−k(n−m)
N =

+∞∑
r=−∞

δ[n−m− rN ] (三.5)

所以 x̃[n] 可以写为：

x̃[n] = x[n] ∗
+∞∑

r=−∞

δ[n− rN ] =
+∞∑

r=−∞

x[n− rN ] (三.6)

我们来分析一下该式，假设 n = 2，则：

x̃[2] = x[2] ∗
+∞∑

r=−∞

δ[2− rN ] =
+∞∑

r=−∞

x[2− rN ] (三.7)

也就是说，x̃[2] 是全部 x[2− rN ] 的和。我们知道，傅里叶变换要求序列平方可加，在这里也得到了体现。

x[n] 有限长时，比如设 x[n] 的 Nx[n] = 9：

然后我们进行采样，设周期序列 x̃[n] 的周期为 Nx̃[n] = 12（这说明对 X(ejω) 的采样周期是 12），则

不会发生混叠现象：

若周期序列 x̃[n] 的周期为 Nx̃[n] = 7（这说明对 X(ejω) 的采样周期是 7），则会发生混叠现象：

由于有限长序列 x[n] 的傅里叶变换是一个连续函数，计算机无法进行表示，而对其傅里叶变换得到

的采样值则是离散的，而且只要采样周期大于等于 N，就能恢复出原始信号，因此在对有限长序列做傅里

叶变换时，其实一般会采用对 x̃[n] 做傅里叶变换的方式，此时，叫做离散傅里叶变换 DFT。DFT 是广泛
应用于计算机的方式，在很多应用，例如小波分析等也发挥了巨大的作用，原因就是在 J.W. 库利和 T.W.
图基提出快速傅里叶变换（FFT）以后，计算效率相当之高，因此可以把一大堆工作都放在频域中进行，
然后逆变换回时域。

四 有限长序列的离散傅里叶变换

4 1 DFT 的定义

我们把上一节的内容总结一下。对于有限长序列 x[n]，其傅里叶变换为 X(ejω)。对其傅里叶变换采

样以后得到的信号是周期信号 x̃[n]，周期为 N，则：

x[n] =

x̃[n], 0 ≤ n ≤ N − 1

0, otherwise
(四.1)
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此时的离散傅里叶变换 DFT：

X[k] =

X̃[k], 0 ≤ k ≤ N − 1

0, otherwise
(四.2)

我们给出 DFT 的分析式与合成式：

X[k] =


∑N−1

n=0 x[n]W kn
N , 0 ≤ k ≤ N − 1

0, otherwise
(四.3)

x[n] =

 1
N

∑N−1
n=0 X[k]W−kn

N , 0 ≤ n ≤ N − 1

0, otherwise
(四.4)

因此，我们认为只有在区间 0, N − 1 范围内是我们感兴趣的，其他区域的值我们并不关心。

4 2 第一个例子

假设某序列 x[n] 的 N = 5：

扩展为周期为 5 的周期信号:

得到傅里叶级数：

X̃[k] =
4∑

n=0

e−j 2πk
5 n =

1− e−j2πk

1− e−j 2πk
5

=

5, k = 0,±5,±10, . . .

0, otherwise
(四.5)

傅里叶级数的图示为：

得到的 DFT 为（只感兴趣 0, 5− 1 内的值）：

4 3 第二个例子

我们还是以上面的 x[n] 为例，这次扩展为周期为 10 的信号：
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得到的 DFT 为（只感兴趣 0, 10− 1 内的值）：

可以看到，即使是同样的有限长度序列，如果扩展为周期信号时周期不同，得到的离散傅里叶变换会

有很大不同。
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