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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。
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一 幂基参数曲线

我们可以使用幂基来得到的基于幂基的参数曲线，比如某组幂基系数为：(
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(一.1)

得到的曲线和三个参数构成点 (2, 1)、(2,−3) 以及 (−3, 1) 显示为：

但是三个控制点好像跟曲线看不出有什么关系。

我们希望有一组基，能够看出控制点和曲线之间的关系。贝塞尔 (Bezier) 借助 Bernstein 基函数构造
出了具有非常好的性质的曲线表示形式。

在介绍贝塞尔曲线之前，我们需要强调，“B 样条”的 B 其实是”Basis” 样条的缩写，并不是贝塞尔或
者 Bernstein 的缩写。可以认为，B 样条是贝塞尔曲线的泛化版本。

二 Bernstein 基函数

虽然据贝塞尔所说，他创造出贝塞尔基时并不知道这就是 Bernstein 基，但由于 Bernstein 具有很多
很好的性质，我们还是先了解一下 Bernstein 基。

2 1 Bernstein 简介

n 次 Bernstein 基表示为：

Bn
i (t) =

(
n

i

)
ti(1− t)n−i

(
n

i

)
=

n!

i!(n− i)!
i = 0, 1, 2, ..., n (二.1)

0 次到 3 次的 Bernstein 基如图（图片来自 [1]），t 取值在 [0, 1] 之间：

使用 Bernstein 基构造的曲线，可以描述为：

f(t) =
n∑

i=1

bni (t)pi (二.2)
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也就是对于 n+ 1 个顶点，使用 n 次贝塞尔曲线。

比如三次贝塞尔曲线，就是：

f(t) = b30(t)p0 + b31(t)p1 + b32(t)p2 + b33(t)p3 (二.3)

对于更复杂的形状，可以用多段贝塞尔曲线来拼接得到，比如多段二次贝塞尔曲线。

2 2 Bernstein 基的基本性质

（1）基 Bn
i (t) 的最大值出现在 t = i

n
处。比如 Bn

0 = (1− t)n 的最大值在 t = 0
n
= 0 处。

（2）权性：
∑n

i=0 B
n
i (t) = 1，也就是任何 t 对应的基的值加起来都是 1。

（3）正性：所有基都是大于 0 的函数。

（4）凸包性：权性 + 正性可以构成凸包性。可以理解为，曲线上的每个值都是其他点线性组合得到
的，而且组合的系数都是大于 0 小于 1 的，因此曲线在控制点的内部：

（5）基性：Bn 是次数不高于 n 的多项式空间的一组基。该基可以与幂基相互转换。

（6）端点插值性：贝塞尔曲线在端点处与 p0 和 pn 重合。虽然端点处的切线与边是重合的，但切线长

度是边长的 n 倍, 这是因为 f ′(0) = n(p1 − p0)。

2 3 Bernstein 基的高级性质

（1）升阶性：可以把 n 阶贝塞尔曲线转换为用 n+ 1 阶曲线表示，表示出的贝赛尔曲线是一样的。这

里暂时不介绍转换公式。我们一般来说希望能够降阶，用更少的控制点去描述一条曲线。

（2）递推性：n 阶基可以由两个 n− 1 阶的相邻的基组合得到，递推式可以这么构造高阶函数

Bn
i (t) = (1− t)Bn−1

i (t) + tBn−1
i+1 (t)

B0
0(t) = 1 (二.4)

递推式可以得到 De Casteljau 算法，该算法对于由 p0, p1, ..., pn 控制的贝塞尔曲线 x(t)，设 n = 3，

t = 0.5：
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为了好表示，这里的初始控制点写为 p0
0、p0

1、p0
2 和 p0

3。从上图可知，可以用递归的方法得到的 p3
0 就

是我们相求的 x(t)。

p3
0 将这个曲线分为了两部分，一部分是由 p0

0 − p1
0 − p2

0 − p3
0 控制的，另一部分是由 p3

0 − p2
1 − p1

2 − p0
3

控制的。这种方法可以将贝塞 0 尔曲线 x(t) 离散化为一系列的线段（比原控制点构成的线段更贴近 x(t)

的线段）。

三 分段贝塞尔曲线的连续性

对于很多点，我们希望能够分成多段贝塞尔曲线。

我们前面说过（端点插值性），端点处的切线，以上图中曲线为例，每张图都是由两段曲线构成。第一

段曲线的 p3 点切线恰好就是 3× (p3 − p2)；第二段曲线的 p3 点切线恰好就是 3× (p3 − p4).
对于 C1 连续，其实就是 p2 和 p3、p4 共线，且满足 |p2 − p3| = |p3 − p4|（如上图左）。而 G1 连续则

只需要考虑三点共线（如上图右），即有公共切线。

对 x(t) 求两次导数，假设某一段贝塞尔曲线，端点分别是 p0 和 pn，得到：

x(0) = p0 x(1) = p1

d2x(0)
dt2

= 2n(n− 1)(
p0 + p2

2
− p1)

d2x(1)
dt2

= 2n(n− 1)(
pn−2 + pn

2
− pn−1) (三.1)

为了表示在图上方便，我们设：

d0 = (
p0 + p2

2
− p1)

d1 = (
pn−2 + pn

2
− pn−1) (三.2)

C2 连续，则要求下图中的第一段曲线的 d1 等于第二段曲线的 d0：
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因此 C2 连续也可以等价为下图中的两个灰色三角形全等 [1]：

G2 连续需要关于曲线的性质问题（曲率等），这里暂不介绍。

四 贝塞尔插值

假如我们有几个控制点，我们希望能够构造一个贝塞尔曲线，使得该曲线能够插值这些控制点：

我们描述的方法来自 [1]。为了插值 p0, p1, p2, p3，首先先生成平行线：

这里构造的平行线 p0
1 − p1

1 与 p0 − p2 平行，且 |p0
1 − p1| = |p1

1 − p1| = 1
6
|p0 − p2|，之所以要这么设

置，并非什么数值上的原因，只是为了让我们构造出来的曲线更好看一些罢了，避免构造出很扭曲的插值

曲线。

对于 p0 点上的切线，理论上是可以随便取的。这样我们构造出的曲线就是 C1 连续的曲线了：

如果有更多的插值点也是同理：

4



但是它要满足 C2 连续性是很难的，因为 C2 具有一定的全局连续性。
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