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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。
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一 知识回顾

本文主要参考了 [1]，但该书中，Vj ⊃ Vj+1，与现在主流的小波分解的描述是相反的，所以本文进行

了大量的修正（费老大劲了）。

很多文章都不介绍小波分解和 Mallat 快速算法之间的概念问题，而是有时候直接用一个滤波器和下
采样操作来介绍。其实，我们前面已经介绍的信号分解和重构算法已经就是 Mallat 算法了，只是我们暂
时还没有给出它的一遍表示方式。

1 1 尺度方程回顾

我们首先回顾一下尺度方程：

ϕ(t) =
√
2
∑
n

h[n]ϕ(2t− n) =
∑
n

h[n]ϕ(1,n)(t)

ψ(t) =
√
2
∑
n

g[n]ϕ(2t− n) =
∑
n

g[n]ϕ(1,n)(t) (一.1)

将尺度方程对时间进行伸缩和平移，即令 t = 2jt− k，可以得到：

ϕ(2jt− k) =
√
2
∑
n

h[n]ϕ(2(2jt− k)− n) =
√
2
∑
n

h[n]ϕ(2j+1t− 2k − n)

ψ(2jt− k) =
√
2
∑
n

g[n]ϕ(2(2jt− k)− n) =
√
2
∑
n

g[n]ϕ(2j+1t− 2k − n) (一.2)

令 m = 2k + n：

ϕ(2jt− k) =
√
2
∑
m

h[m− 2k]ϕ(2j+1t−m)

ψ(2jt− k) =
√
2
∑
m

g[m− 2k]ϕ(2j+1t−m) (一.3)

需要注意，2(j+1)/2ϕ(2j+1t−m), m ∈ Z 是 Vj+1 空间的一组单位正交基。也就是说，对于 Vj+1 空间

内的信号而言：

fj+1(t) =
∑
k

cj+1,k2
(j+1)/2ϕ(2j+1t− k) (一.4)

1 2 投影与重构

将 Vj+1 空间的信号分解一次，投影到 Vj 和 Wj 空间：

fj(t) =
∑
k

cj,k2
j/2ϕ(2jt− k) +

∑
k

dj,k2
j/2ψ(2jt− k) (一.5)

cj,k =
⟨
fj+1(t), ϕj,k(t)

⟩
=

∫ +∞

−∞
fj+1(t)2

j/2ϕ∗(2jt− k)dt

dj,k =
⟨
fj+1(t), ψj,k(t)

⟩
=

∫ +∞

−∞
fj+1(t)2

j/2ψ∗(2jt− k)dt

把一.3式代入到 cj,k 和 dj,k 中的求解式中，可以得到：

cj,k =
∑
m

h[m− 2k]

∫ +∞

−∞
fj+1(t)2

(j+1)/2ϕ∗(2j+1t−m)

dj,k =
∑
m

g[m− 2k]

∫ +∞

−∞
fj+1(t)2

(j+1)/2ϕ∗(2j+1t−m)

注意： ∫ +∞

−∞
fj+1(t)2

(j+1)/2ϕ∗(2j+1t−m) = cj+1,m
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所以可以得到：

cj,k =
∑
m

h[m− 2k] · cj+1,m

dj,k =
∑
m

g[m− 2k] · cj+1,m

通过类似的推导，得到重构公式：

cj+1,m =
∑
k

cj,kh[m− 2k] +
∑
k

dj,kg[m− 2k] (一.6)

二 快速算法的一些解释

本质来说，我们前面的知识回顾内容已经算是快速算法了，但为了后面引出多孔算法，这里会更详细

地描述一下快速算法，以及在编程时如何实现。

在程序中，信号都是离散的，离散信号如何进行快速分解？本节主要描述的过程就是滤波 + 下采样
操作。

H 和 G 两个滤波器分别具有高通特性和低通特性。一个长度为 n 的、Vj+1 空间内的信号经过一次分

解以后，就变为了两个长度为 n/2 的、Vj 空间内的信号。

在很多书中，这个过程都是这么写的：

这里包含了一个下采样操作。可能有些人会问，我们分解以后的信号长度不是已经减半了吗？其实这

里的滤波和下采样在前面的介绍中是合为一体的，前面的公式已经包含了滤波和下采样过程。

现在从信号采样的层面上分析一下：原始信号经过低通滤波器以后，频带范围减小到了以前的一半，

因此，信号被下采样也不会损失任何信息，所以相当于信号中已经有一部分可以被舍弃了。在这个公式中：

cj,k =
∑
m

h[m− 2k] · cj+1,m

如果转换到频域做卷积，那么卷积得到的结果（其实就是频域相乘），对于有值的范围为 n 的信号，其实

频域卷积以后再逆变换得到的结果中，信号长度仍然为 n，但是频谱只剩一半了：

在离散信号中，频谱有值的范围等同于信号有值的范围，我们不再需要频谱中为 0 的那部分，所以相

当于通过了低通滤波器后的信号进行了下采样。

我们对 Mallat 算法的表示有两种，一种是通过定义来得到一个矩阵（比如这里采用的是 D6 尺度滤
波器）： 

h0 h1 h2 h3 h4 h5 0 0 0 0 0 0

0 0 h0 h1 h2 h3 h4 h5 0 0 0 0

0 0 0 0 h0 h1 h2 h3 h4 h5 0 0

0 0 0 0 0 0 h0 h1 h2 h3 h4 h5

h4 h5 0 0 0 0 0 0 h0 h1 h2 h3

h2 h3 h4 h5 0 0 0 0 0 0 h0 h1


(二.1)
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这里面已经包含了下采样的过程（每行移位 2 个元素）。
另一种描述方式，就是用原信号与 h[k] 做卷积，然后再下采样，得到分解后的尺度信号。
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