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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。
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一 预积分分类的引入

在基于吸收发射方程的体渲染积分路径中，很容易因为传输函数而引入高频信息。设体空间的点为 x，
传输函数分别将其映射为颜色 q(s(x)) 和 κ(s(x))。
我们应用预积分分类的思想，把数值积分分为两部分积分：一部分是在连续的标量场 s(x) 上做积分，

另一部分是对 q(s) 和 κ(s) 做积分，来避免由于奈奎斯特频率引起的问题。

二 方法描述

第一步是在采样光线中采样连续标量场 s(x)，此时采样的奈奎斯特频率并不会被传输函数所影响。采
样值构成了一段分段线性标量函数：

使用传输函数，不透明度就可以近似为：

αi = 1− exp
(
−

∫ (i+1)d

id

κ
(
s(x)

)
dx

)
≈ 1− exp

(
−
∫ 1

0

d× κ
(
(1− l)si + l · si+1

)
dl
)

(二.1)

颜色 (关联颜色 q) 近似为：

ci ≈ d×
∫ 1

0

(
q
(
(1− l)si + l · si+1

)
× exp

(
−
∫ l

0

κ
(
(1− l′)si + l′ · si+1dl

′)))dl (二.2)

使用非关联颜色 q′ 可以转换为：

ci ≈ d×
∫ 1

0

(
κ
(
(1− l)si + l · si+1

)
q′
(
(1− l)si + l · si+1

)
× exp

(
−
∫ l

0

κ
(
(1− l′)si + l′ · si+1dl

′)))dl
(二.3)

也就是说，ci 计算的结果永远是关联颜色的结果。

于是，预积分分类就是计算：

I ≈
n∑

i=0

(
ci

i−1∏
j=0

(1− αj)
)

(二.4)

我们可以看到，ci 和 αi 的计算只会与 si 和 si+1 有关，因此我们可以提前计算出来一张表（或者两

张表，一张存储颜色的积分，一张存储不透明度的积分）：
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这个表的横纵轴都是 s(x)，我们设分别是 sa 和 sb，里面的值存储的是不透明度和颜色值从 sa 到 sb

的积分。当采样到某段 si 和 si+1 时，就可以以 si 为横坐标，si+1 为纵坐标，从该表中查找积分值。可以

想象地到，当传输函数变化时，这张表一般是需要重新制作的（或者里面相应的部分需要重新制作）。

如果 si 和 si+1 的坐标并不在表上恰好对应，则通过插值的方法得到。

三 实际的计算方式

在采样中，我们会得到采样路段中每段的两个端点，假设为 si 和 si+1。我们本节来研究如何预计算

表。

αi 的计算一般是：

αi ≈ 1− exp
(
−
∫ 1

0

d× κ
(
(1− l)si + l · si+1

)
dl
)

= 1− exp
(
− d

si+1 − si

∫ si+1

si

κ(s)ds
)

(三.1)

对于 α，和《吸收发射方程和编程描述》中一样，需要忽略本段自吸收的部分，因此：

ci ≈ d×
∫ 1

0

(
q
(
(1− l)si + l · si+1

))
dl

=
d

si+1 − si

∫ si+1

si

q(s)ds (三.2)

注意，虽然不一定 si+1 > si，但
d

si+1−si
与积分值相乘的结果都是大于 0 的。
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