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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。
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一 认识海森矩阵

对于可导的向量函数（多元函数）f 而言，海森矩阵定义为：

Hi,j =
∂2f

∂xi∂xj

(一.1)

我们在《多元函数（及向量函数）的泰勒展开》中介绍过，将 f 进行泰勒展开，就能得到：

f(x) = f(x0) +∇f(x0)(x− x0) +
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因为二阶连续可导的函数， ∂
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)
，因此海森矩阵 Hi,j = Hj,i，这是一个对称矩阵。

二 海森矩阵在图像中的应用

对于可导函数，当一阶导数为 0，二阶导数不为 0 时，说明是极值点。二阶导数大于 0，是极小值点；
二阶导数小于 0，是极大值点。
一般图像函数（二维函数）的泰勒展开写为：
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(二.1)

海森矩阵既然相当于二阶导数，就可以进行一些判断。
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消除边缘响应

我们可以根据图像像素值来判断当前极值点是极大值点还是极小值点，但有些时候也不够准确，比如

如下情况：

红圈选中的像素在这个局部区域中本身应该是边缘信息，但因为该值小于周边值，所以就被当成极值

信息了，这个时候就需要进行边缘检测。

我们看上面的二维图像泰勒展开公式。首先，在极值点附近，一阶导数为 0，因此上式可以写为：
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(二.2)

因为 f(x0, y0) 是一个常数，所以可以写为：

f(x, y)− f(x0, y0) = ∆f ≈ +
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(二.3)

该式表示在极值点附近，随着 (x, y) 在四周移动微小距离时，函数值的变化情况。上式右边部分其实

就是矩阵二次型的形式（见 DezemingFamily 的《矩阵二次型》），二次型矩阵的特征值与特征向量其实表
示的是这个矩阵达到某一个值的快慢。矩阵二次型相乘以后得到的其实是一个数（如上式，大家可以自己

乘一下），当中间的矩阵 H 被固定以后，我们设二次型 xTHx = a，其中 x 是自变量。

向量沿着最大的特征值所在方向变化可以最快到达 a 值，沿最小的特征值会最慢到达 a 值，因为该

矩阵向量运算的结果表示变化率，所以可以认为特征值大的方向（特征向量的方向）变化率大，特征值小

的方向变化率小。

因此，根据二次型的两个特征值的大小关系就说明局部区域是否是边缘还是极值点。如果是极值，则

朝两个特征值方向的变化率都很大，但如果是边缘区域，则只朝一个方向的变化率比较大，而朝另一个方

向的变化率比较小。

三 总结

因为目前主要在图像方面有所应用，所以只写了图像方面的应用。其实海森矩阵与雅克比形式有很大

联系，在多变量最优化和求解方程中都有很多应用。当以后遇到这些内容时会再对本文进行补充。

20210703：完成第一版。20220221：修改了一点符号，向量 x表示的是列向量，行向量应该表示为 xT。
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