
离散 Daubechies 小波分析
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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。
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一 空间投影

1 1 有限长信号的投影

对于有限长的信号而言，设 Vj+1 空间的信号表示为（我们假设离散信号都是从 0 开始的）：

fj+1(t) =
N−1∑
k=0

a(j+1,k)ϕ(j+1,k)(t) (一.1)

设尺度滤波器的长度为 L+ 1（注意这样设置的目的只是为了让滤波器编号从 0 到 L，更简洁），即：

h = [h0, h1, ..., hL]
T (一.2)

当要把 Vj+1 空间的信号投影到 Vj 空间时，矩阵为：



. . . . . .
· · · h1 h2 h3 h4 h5 h6 h7 h8 · · ·
· · · h−1 h0 h1 h2 h3 h4 h5 h6 · · ·
· · · h−3 h−2 h−1 h0 h1 h2 h3 h4 · · ·
· · · h−5 h−4 h−3 h−2 h−1 h0 h1 h2 · · ·
· · · h−7 h−6 h−5 h−4 h−3 h−2 h−1 h0 · · ·

. . . . . .


·



· · ·
0

0

a(j+1,0)

a(j+1,1)

a(j+1,2)

...a(j+1,N−1)

0

0
...



(一.3)

由于很多点都是 0，所以可以简化一下。另外，由于系数都是实数，所以没有必要再用 overline 标志

了。我们参考 D6 尺度滤波器（即 L = 5，h0 到 h5 不为 0），令 N = 12：



h0 h1 h2 h3 h4 h5 0 0 0 0 0 0

0 0 h0 h1 h2 h3 h4 h5 0 0 0 0

0 0 0 0 h0 h1 h2 h3 h4 h5 0 0

0 0 0 0 0 0 h0 h1 h2 h3 h4 h5

0 0 0 0 0 0 0 0 h0 h1 h2 h3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 h0 h1


·



a(j+1,0)

a(j+1,1)

a(j+1,2)

...
a(j+1,11)


(一.4)

1 2 构建正交矩阵

上述矩阵很明显不是正交的，Haar 变换矩阵之所以恰好正交是因为它只有两个系数 h0 和 h1。其实

方法也很简单，warp 一下就可以了：

h0 h1 h2 h3 h4 h5 0 0 0 0 0 0

0 0 h0 h1 h2 h3 h4 h5 0 0 0 0

0 0 0 0 h0 h1 h2 h3 h4 h5 0 0

0 0 0 0 0 0 h0 h1 h2 h3 h4 h5

h4 h5 0 0 0 0 0 0 h0 h1 h2 h3

h2 h3 h4 h5 0 0 0 0 0 0 h0 h1


(一.5)

注意前四行分别与第五行和第六行正交，因为：∑
k∈Z

hkhk−2l = δ(l) (一.6)
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去除掉为 hk = 0 的项，写为：

h0h2 + h1h3 + h2h4 + h3h5 = 0 (l = 1)

h0h4 + h1h5 = 0 (l = 2)

上式中，第一个式子对应了矩阵第一行与矩阵第五行的正交性，以及矩阵第三行与矩阵第五行的正交性；

第二个式子对应了矩阵第一行和矩阵第六行的正交性，以及矩阵第五行和矩阵第六行的正交性。

由此我们定义矩阵 HN
2
，N 为信号的长度，我们希望这个信号的长度 N 要远大于尺度滤波器系数的

个数。最后，正如我们说过的那样，这是一个正交矩阵。

二 小波滤波器与矩阵

2 1 初步小波滤波器矩阵的构建

先把矩阵的形式写一下：



. . . . . .
· · · g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7 g8 · · ·
· · · g−1 g0 h1 g2 g3 g4 g5 g6 · · ·
· · · g−3 g−2 g−1 g0 g1 g2 g3 g4 · · ·
· · · g−5 g−4 g−3 g−2 g−1 g0 g1 g2 · · ·
· · · g−7 g−6 g−5 g−4 g−3 g−2 g−1 g0 · · ·

. . . . . .


·



· · ·
0

0

a(j+1,0)

a(j+1,1)

a(j+1,2)

...a(j+1,N−1)

0

0
...



(二.1)

由于 gk = (−1)kh1−k（k = 1−L, ..., 1），不为 0 的尺度滤波器系数是 h0, h1, ..., hL，因此不为 0 的小

波滤波器系数就是 g1−L, ..., g−2, g−1, g0, g1，出现了负索引。尽管负索引没有什么太大问题，但我们希望能

跟 H 保持一致，因此需要一些特殊处理。

2 2 修改小波滤波器

如果滤波器不为 0 的系数为偶数个，设为 L，则我们定义 G̃(ω) = −e−iLωH(ω + π)，此时也是满足：∣∣G̃(ω)
∣∣2 + ∣∣G̃(ω + π)

∣∣2 = 1

H(ω)G̃(ω) +H(ω + π)G̃(ω + π) = 0 (二.2)

由此可以得到小波滤波器系数表示为（需要证明，但不难，这里就省略了）：

g̃k = (−1)khL−k

重新写一下 D6 小波滤波器投影矩阵：

GN
2 ×N =



g0 g1 g2 g3 g4 g5 0 0 0 0 0 0

0 0 g0 g1 g2 g3 g4 g5 0 0 0 0

0 0 0 0 g0 g1 g2 g3 g4 g5 0 0

0 0 0 0 0 0 g0 g1 g2 g3 g4 g5

g4 g5 0 0 0 0 0 0 g0 g1 g2 g3

g2 g3 g4 g5 0 0 0 0 0 0 g0 g1


(二.3)
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一些性质：

HN
2 ×NGT

N
2 ×N = 0N

2 ×N
2

GN
2 ×NGT

N
2 ×N = IN

2 ×N
2

最后，我们定义完整的矩阵 WN×N：

WN×N =

[
HN

2 ×N

GN
2 ×N

]
(二.4)

该矩阵也是一个正交矩阵：

WN×NWT
N×N =

[
HN

2 ×N

GN
2 ×N

][
HN

2 ×N

GN
2 ×N

]T

=

[
HN

2 ×N

GN
2 ×N

] [
HT

N
2 ×N

GT
N
2 ×N

]

=

 HN
2 ×NHT

N
2 ×N

HN
2 ×NGT

N
2 ×N

GN
2 ×NHT

N
2 ×N

GN
2 ×NGT

N
2 ×N

 = IN×N (二.5)

注意：

HN
2 ×NGT

N
2 ×N =

(
GN

2 ×NHT
N
2 ×N

)T

= 0N
2 ×N

2
(二.6)

2 3 周期延拓

上述的 warp 操作很容易让人想到周期延拓，把非周期信号变为周期的信号。但是在小波分析中，我
们不希望真的进行周期延拓，所以在后面的操作中，我们会进行“补 0”，这里先不再进行讲解，我们现在

只是构建了这个正交矩阵而已，至于这个正交矩阵实际应该怎么用，我们后面会再进行解释。

投影的过程可以看作把信号系数 a(j+1,k) 与尺度滤波器脉冲响应系数 hk 进行卷积（这里只是先暂时

感受一下），因此很多时候放到频域里做相乘会更高效（FFT 的时间复杂度是 O(n logn)，相乘的时间复
杂度是 O(n)，所以总的时间复杂度不会超过 O(n logn)）。我们先不考虑这些快速算法之类的内容，而是
再回到投影上。在后面的内容里我们会从信号的投影角度来理解 Daubechies 小波分析。
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