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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。
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一 基本介绍

Mallat 算法的问题在于需要进行二抽样，所以每次分解后，低频部分的数据量就会减少一半，难以
看清波形的变化。有一些方法，比如插值，可以使得分解后的信号长度不变，但问题在于使得逆变换困

难。于此，引入了非抽样小波变换 (Undecimated Wavelet Transform)。非抽样小波变换又被称为多孔算
法 (A’trous algorithm) 或者平稳小波变换 (Stationary Wavelet Transform)。
本文描述多孔算法的基本原理。

二 z 变换与小波变换

2 1 等效易位性

小波尺度滤波器可以用 z 变换的形式表示：

H(z) =
1√
2

∑
k

hkz
k (二.1)

z变换具有等效易位性，即先下采样再通过滤波器 h1，等同于通过另一个滤波器 h2，然后再下采样,h1

和 h2 满足一定关系：

它跟小波变换有什么对应呢？我们下面再说。

2 2 过程推导

当一个信号通过 H(z) 滤波器以后，里面的一半元素已经都没有用了，比如，假设原信号是 x1 =[
x[0], x[1], ..., x[31]

]
，在通过 H(z) 滤波器以后，可以进行下采样。但是我们保留原始信号的长度，不进行

下采样，作为 x2。

如果此时我们还需要让 x2 去再次进行信号分解，则需要在滤波器中隔点添加一个 0，这样虽然也相

当于下采样操作，但会保留信号的原始长度。对于一个滤波器 h1[n]，它的 z 变换为 H(z)；当隔点添加一

个 0 以后，得到新的滤波器 h2[n] 的 z 变换就是 H(z2)。当信号通过这个滤波器以后，得到 x3，此时仍然

不执行下采样，所以 x3 的长度和 x1 的长度一样。

我们现在将 x3 进行信号分解，则需要继续往滤波器里隔点再添加两个 0（按照下采样，现在的信号
长度本应该是 x1 的四分之一，相当于要在滤波器里隔点总共添加 3 个 0）。得到新的滤波器 h3[n] 的 z 变
换就是 H(z4)。以此类推。

但是对于小波滤波器，我们不需要让其跟原始信号一样长，按照以前的方式依次减半即可。x1 通过

g1 滤波器以后，需要下采样一次，得到小波空间的分解信号。
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然后隔点加 0 获得 g2 滤波器。然后 x2 要去通过 g2 滤波器，此时的 x2 和原信号一样长，经过 g2 以

后要四倍下采样（每四个点采样一个值）。以此类推。

2 3 多孔小波的整个过程

前面描述的整个过程可以用下图来进行描述：

这里之所以用 xj 表示系数，是因为尺度信号并没有经过下采样，所以不能表示尺度分解结果 cj。

设输入信号的长度是 N，不考虑滤波器长度，则多孔算法的计算复杂度是 O(N log2 N)。

三 频率上的解释

注意，本节并不是一个非常严谨的解释，只是为了帮助理解。

假如一开始 h0 滤波器的频带是 [− 1
2
π, 1

2
π]，高通滤波器的频带是 [−π,− 1

2
π) ∪ ( 1

2
π, π]。经过一次滤波

以后，尺度信号的频带变为了 [− 1
2
π, 1

2
π]。

现在，需要再次进行滤波，将尺度信号限定在 [− 1
4
π, 1

4
π] 内。此时，还能用以前的滤波器吗？能，但

前提是要将信号下采样一次，这里的下采样，由于信号经过了滤波，只剩下以前一半的频带，所以下采样

不会造成信息损失。将一个信号下采样其实也相当于频带进行了压缩，所以可以继续使用以前的定义在

[− 1
2
π, 1

2
π] 的尺度滤波器。也就是说，我们可以简单理解为，下采样把频带在 [− 1

2
π, 1

2
π] 内的信号再次扩张

到 [−π, π] 内，由此可以再次进行滤波。

多孔算法属于另一种思路，它不压缩信号，而是给滤波器插 0。原始的尺度滤波器在隔点插一个 0 以

后，在频率上的意义相当于使其拥有过滤更低频信号的能力。

四 基本性质

二进小波具有的性质是平移不变性（又叫时不变系统），也就是一个信号平移以后的二进小波变换等

于它的二进小波变换的平移。

离散时不变系统，也就是输入 x[n] 进行时移以后，变为 x[n−n0]，则输入 y[n] 就应当变为 y[n−n0]；

对于连续时不变系统，就是输入 x(t) 进行时移以后，变为 x(t− t0)，则输入 y(t) 就应当变为 y(t− t0)。

对于 y(t) = x(2t) 这种系统 [2]，则相当于 y(t) 是 x(t) 的时间压缩关系，此时就不是时不变的。比如

原始的信号是下图 (a)，经过系统以后，变为 (b)。信号时移两个单位后变为下图 (c)，然后再经过系统以
后就变为了下图 (d)。而原始输出 (b) 直接时移两个单位得到 (e)，(e) 与 (d) 是不同的——也就是说，存
在时间压缩关系的系统并不是时不变的。

2



由此，Mallat 分解同样不具备平移不变性，因为它需要进行抽取。由于多孔算法不需要进行抽取，它
可以具备平移不变性。平移不变性的代价在于变换以后的信号，高频分量和低频分量的总长度都和原始信

号一样长（对于要显示信号来说或许也可以称为好处），增加了数据存储量。
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