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前言及简介

DezemingFamily 系列文章和电子书全部都有免费公开的电子版，可以很方便地进行修改和重新发
布。如果您获得了 DezemingFamily 的系列电子书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/]
找到最新的版本。对文章的内容建议和出现的错误也欢迎在网站留言。

0.1 本文前言

终于到专业知识理论部分的重头戏了——物理材质。在 PBRT 系列 12 中我们介绍了几种微
表面材质，但是并没有非常仔细地讲解它的原理，因为仔细讲解可能会使得基础篇学习比较困难，

我们当时的关注点在于如何快速掌握最基本的概念以及学会如何使用微表面材质渲染出更真实的

物体。

现在，我们要注重专业知识和原理了，作为 PBRT 最重要的内容，我将会花更长的篇幅来讲
解各种微表面材质的原理、菲涅尔项的原理，为的是以后在讲解更复杂的材质，例如各向异性材

质、毛发渲染等打下基础（本书不涉及毛发渲染、各向异性材质渲染的内容，将会安排在 PBRT
高级渲染积分器之后）。

我们的系列书全都是免费公开的，但由于服务器实在是昂贵（一开始我们买的是联机打游戏

用的服务器，自从光子映射作为第一本电子书被放在网站上以后，DezemingFamily 才正式开始，
后来我们也不想再花费精力换服务器了），所以希望觉得本系列有帮助的读者们能够给予一定的

支持。本系列全套售价为 120 元——当然，哪怕是赞助 5 块钱，我们都会很开心——免费公开的
内容如果大家愿意支持，说明我们的系列书得到了认可，我们自然是非常开心的。
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1. 镜面材质理论与菲涅尔项

1.1 镜面反射与折射 6

1.2 菲涅尔反射 7

1.3 镜面材质 9

本章详细讲解一些简单的镜面材质模拟的基本原理，也包括了菲涅尔项的原理和 PBRT代码描述。

1.1 镜面反射与折射

镜面反射，即光的入射角（入射方向与法向量的夹角）等于出射角（出射方向与法向量的夹

角）。注意，在表面材质模型中，入射方向和出射方向都是从表面点向外的：

一般情况下，折射符合 Snell 定律：

ηi sinθi = ηt sinθt (1.1.1)

η 就是折射率。上式说明在折射图上，η 大的一边 θ 小（大家可以回忆一下光斜着射入水中的示

意图）。

在波动光学中，例如三棱镜可以将一束白光分解为不同颜色的条带（dispersion），我们在几
何光学中忽略这种现象。
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1.2 菲涅尔反射

除了反射和透射（transmit，也叫折射 refract）方向外，还需要计算反射或透射的入射光的
比例。如何定义光被反射的比例，在物理学上，这个比例与方向是有关的，可以认为是入射方向

与折射方向的函数（当然，对于光滑的材质来说，可以认为只是入射方向的函数，因为光滑材质

给定入射方向以后，反射或者透射方向都是固定的）。菲涅尔方程描述了表面反射的光能量比例，

菲涅尔方程是麦克斯韦方程组在光滑表面上的解。

给定折射率 η 和入射光线与表面法线的夹角，根据菲涅耳方程就能知道入射光的两种两种不

同的偏振状态下的材质的相应的反射率。在 PBRT 中，假设光是非偏振的，相对于光波它的方向
是随机的——也就是说，菲涅尔反射是平行偏振项和垂直偏振项的平方的平均值

指定了入射照明的两种不同偏振状态下材料的相应反射率。由于偏振的视觉效果在大多数环

境中是有限的，在 pbrt 中，我们通常假设光是非偏振的；也就是说，它相对于光波随机定向。在
这种简化假设下，菲涅耳反射率是平行和垂直偏振项平方的平均值。

当然，菲涅尔项的假设前提是光滑平面，对于不光滑的微表面材质，可以在采样入射方向 wi
以后再计算菲涅尔项。

存在菲涅尔项的物质分为三类：

• 电介质 (dielectrics)：例如玻璃、空气和水，这些物质不导电（水导电的原因是里面的杂质
离子，水本身不导电）。

• 导体 (conductors)：例如各种金属。

• 半导体 (Semiconductors)，例如硅和锗，PBRT 中并不涉及。

1.2.1 电介质的菲涅尔项

导体和电介质都由同一组菲涅耳方程控制。尽管如此，PBRT 为电介质创建一个特殊的计算
函数，使得折射率为实数值时采用的特别简单的形式（导体的折射率需要用复数表示，包含了吸

收光能转化为热能的部分，我们后面会介绍）。为了计算两种电介质相界处的菲涅耳反射率，我们

需要知道两种介质的折射率。电介质的菲涅耳反射公式为：

r∥ =
ηt cosθi − ηi cosθt

ηt cosθi + ηi cosθt

r⊥ =
ηi cosθi − ηt cosθt

ηi cosθi + ηt cosθt

注意 ηt 表示透射过去的光线所处的电介质折射率。对于非偏振光来说，菲涅尔反射是（注意，虽

然下标 t 表示穿透过去的方向，但下式计算的是反射的比例）：

Fr =
1
2
(r2∥ + r2⊥) (1.2.1)

因此根据能量守恒，穿透过去的能量就是（假设能量没有被吸收）：

1−Fr (1.2.2)
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上面的计算实现在了 FrDielectric() 函数中。我们需要注意光的方向，来判断光是从哪个电
介质射入到表面交点，然后射出到另一个电介质。一个表面是有法向量的，法向量指向表面外部。

该函数中首先会判断是否是入射到模型内，bool 变量 entering 即根据 wi 与法向量的夹角进行判
断。我们前面说过，在渲染中，光线从模型内部射到交点的方向跟模型外部射到交点的方向都是

取模型交点向外的方向。

1 bool en t e r i ng = cosThetaI > 0 . f ;
2 i f ( ! en t e r i ng ) {
3 std : : swap ( etaI , etaT ) ;
4 cosThetaI = std : : abs ( cosThetaI ) ;
5 }

我们根据 cosθi 以及两个介质的折射率就能够计算出出射方向的 θt：

1 f l o a t s inThetaI = std : : s q r t ( std : : max( ( f l o a t ) 0 , 1 − cosThetaI ∗
cosThetaI ) ) ;

2 f l o a t sinThetaT = e t a I / etaT ∗ s inThetaI ;

当光从折射率较大的电介质射入折射率较小的电介质时，如果角度倾斜较大，就会发生全反射现

象，此时计算得到的 sinThetaT 值就会大于 1，我们需要按照全反射来处理：

1 // Handle t o t a l i n t e r n a l r e f l e c t i o n
2 i f ( sinThetaT >= 1) return 1 ;

当光斜着从水中射到空气中，就容易看到全反射现象。

Fresnel类是菲涅尔项的统一接口，分为 FresnelDielectric、FresnelConductor和 FresnelNoOp
（理想材质，表示不吸收任何光，光能全部被反射出去）。FresnelDielectric 类的 Evaluate() 函数
就是调用了 FrDielectric() 函数来计算的。

1.2.2 导体的菲涅尔项

导体有个特点，就是会吸收一些光能来产生热能，导体的菲涅尔反射包括了这个过程。此时，

折射率为：

η = η + ik (1.2.3)

复数项的 k 表示吸收项。对一些金属来说，菲涅尔项的实数部分和复数部分的系数都是与光的波

长有关的，在图形学中，可以拟合出其对于 RGB 光谱的吸收表示。
在导体和电介质表面的菲涅尔项中的 r∥ 和 r⊥ 可以参考书 [1] 的 8.2.1 节。另外：

η + ik = ηt/ηi (1.2.4)

表示相对折射率。

由于导体不透光，所以对于导体材质模型来说，永远都是光从导体外面射向导体。因此，Fres-
nelConductor 类的 Evaluate() 函数在调用 FrConductor() 时，会将传入的 cosThetaI 值去绝对
值。
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1.3 镜面材质

PBRT 有两个关于镜面的 BxDF 派生类，一是镜面反射 SpecularReflection 类，二是镜面透
射（折射）SpecularTransmission 类。

1.3.1 镜面反射类 SpecularReflection

对于镜面反射，给定光源的出射方向 ωr，仅会有一个入射方向 ωi，因此，镜面反射的 BSDF
就可以写为：

fr(ωo,ωi) = δ(ωi −ωr)Fr(ωi) (1.3.1)

注意渲染方程对于光滑镜面反射可以写为：

Lo(ωo) =
∫

fr(ωo,ωi)Li(ωi)|cosθi |dωi

= fr(ωo,ωi)Li(ωi)|cosθi | (1.3.2)

and : fr(ωo,ωi) =

1 ωo = ωr

0 ωo , ωr

(1.3.3)

但是上式是错的，因为我们不需要这个 cos 项（除了被菲涅尔效应吸收的光能，其它光能都是完

全被反射走的。因此没有 cos 项的影响），所以，BSDF 需要修正为：

fr(ωo,ωi) =
δ(ωi −ωr)Fr(ωi)
|cosθr |

(1.3.4)

注意 PBRT 书 [1] 上写成了 Fr(ωr)，我个人认为是不太科学的，因为菲涅尔其实仅需要光的入射

方向就能决定，所以最好就是写为 Fr(ωi)。

SpecularReflection 的 f() 函数返回 Spectrum(0.f);，这是因为它是一个 Delta 函数，给定入
射方向和出射方向，从实践意义来说永远不可能出射方向 ωo 恰好等于镜面反射的方向 ωr。

对于 Sample_f() 函数，采样光源入射方向 wi 是恒定的（根据镜面反射公式来计算），因此
pdf 也就等于 1.0。

1.3.2 镜面透射类 SpecularTransmission

透射的情况会稍微复杂一点，我们慢慢介绍。

根据前面的描述，我们知道折射出去的能量占入射能量的比例为：

τ = 1−Fr(ωi) (1.3.5)

从功率角度（能流，flux）来说，就是折射出去的功率等于入射的功率乘以 τ，微分表示为：

dΦo = τdΦi (1.3.6)

根据辐射度的定义（第二行表示立体角转化为球面角，把 dω 分解为 sinθdθdϕ）：

Lo cosθodAdωo = τ(Li cosθidAdωi)

Lo cosθodA sinθodθodϕo = τ(Li cosθidA sinθidθidϕi) (1.3.7)
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注意 Snell 定律及其微分：

ηo sinθo = ηi sinθi

ηo cosθodθo = ηi cosθidθi

ηi
ηo

=
cosθodθo

cosθidθi
(1.3.8)

代入到式子1.3.7中，可以得到：

Loη
2
i dϕo = τLiη

2
o dϕi

Lo = τLi
η2
o

η2
i

(1.3.9)

当光从空气斜着射入水时，ηi < ηo，如果忽略菲涅尔项，看起来就像辐射度被放大了：

同理，我们在 BSDF 函数中也应该除以 |cosθi | 项，得到：

fr(ωo,ωi) =
η2
o

η2
i

(1−Fr(ωi))
δ(ωi −ωt)
|cosθi |

(1.3.10)

其中，ωt 就是给定光的入射方向以后根据折射定律计算得到的出射方向。

SpecularTransmission::Sample_f()函数中，首先会判断是否发生了折射，如果没有发生折射，
就返回 0；否则就根据菲涅尔项计算折射的光的比例。

1.3.3 同时可能存在折射与反射

为了模拟同时存在折射和反射的材质（这也是最一般的情况，即 Fr 表示被反射的比例，1−Fr

表示被折射的比例），PBRT 建立了 FresnelSpecular 类：

1 // Fre sne lSpecu la r : : Sample_f ( )
2 f l o a t F = F r D i e l e c t r i c ( CosTheta (wo) , etaA , etaB ) ;
3 i f (u [ 0 ] < F) {
4 // 采样镜面反射部分
5 . . . . . .
6 ∗ pdf = F;
7 } e l s e {
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8 // 采样镜面透射部分
9 . . . . . .

10 ∗ pdf = 1 − F;
11 }

注意因为有些光被折射，有些光是被反射，我们只能采样一条光线的方向，所以 pdf不再是 1，而

是等于菲涅尔项（采样反射还是折射的概率）。

在 PBRT 中，FresnelSpecular 仅在镜面 Glass 材质中，以及镜面次表面散射材质中会用到，
当这些材质的粗糙度系数 urough 和 vrough 都是 0 时，则表示当前表面点的材质是镜面菲涅尔

材质。



2. 微表面理论

2.1 微表面模型概述 12

2.2 Oren-Nayar 漫反射反射 13

2.3 PBRT 中的微表面材质接口 13

2.4 微表面分布函数的基本原理 13

2.5 几何遮挡函数基本原理 15

2.6 菲涅尔入射效应 18

本章讲解微表面材质的基本理论知识。Torrance 和 Sparrow 于 1967 年发表了微表面模型，在
1977 年由 Blinn 引入到了图形学中；而现在使用的更广泛的变体是 Cook 和 Torrance 的微表面
模型。我们本章就逐步带大家去认识 Cook-Torrance 微表面模型。

2.1 微表面模型概述

我们可以认为一个粗糙的表面是一大堆朝各个方向的微小表面组成，可以建模为“高度场”，

即高度不一的一堆微小的表面组成：

由此会带来三种效应：

即遮挡（Masking，上图 (a)，有的表面遮挡了其他的表面）、阴影（Shadowing，上图 (b)，表
面遮挡了发射过来的光）和相互反射（Interreflection，上图 (c)，光弹射多次进入人眼，有可能相
互反射光导致人看到的亮度会更亮）。

微表面模型来进行基于统计的建模，也就是说，我们看到的照明结果是根据一定的分布来计

算得到的，比如根据分布计算出光源被遮挡的比例比较大，则照明结果相对就比较暗。

微表面模型的两个主要组成部分：（1）微小平面分布的表示；（2）描述光如何从单个微表面
散射的 BSDF。我们的任务是推导一个闭式表达式，给出描述此类表面散射的 BRDF。

12
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对于每个微表面，我们可以认为它是完美镜面反射的，由于单位面积中的微表面朝向各个方

向镜面反射的量不同，所以我们整体感受到并不是完美的镜面反射；当然，对于微表面模型来说

也有例外，比如 Oren-Nayar 模型认为微表面是漫反射 Lambertian 的。

2.2 Oren-Nayar 漫反射反射

Oren 和 Nayar 在 1994 年观察到，现实世界中的物体并不表现出完美的 Lambertian 反射。
在书 [1] 中有不是很详细的介绍，我再做一些简单的补充（这并不是我们本章的重点，所以不完
整介绍理论知识）。根据论文可知，他们认为可以用一堆对称的 V 形表面来模拟漫反射表面：

该模型考虑了后向散射 (back scattering)，即微表面向光源方向反射的能量更多。他们还假
设每个微表面的表面积 da 远小于每个像素能看到的表面面积 dA，同时入射光线波长的尺度又远

小于微表面的面积，由此可以推导反射模型。由于遮挡、阴影和相互反射等没有解析解，所以他

们提供了近似解。

在 PBRT中，OrenNayar::f()就是根据该模型的 BRDF来计算的，而 OrenNayar::Sample_f()
则是按照 cosθ 来采样的，即使用其父类 BxDF 的采样方式。

2.3 PBRT 中的微表面材质接口

我们前面讲过，很多微表面模型都认为每个微表面都是镜面反射的，这在模拟金属、毛玻璃

和塑料等材质中非常有效。

BxDF类的派生类 MicrofacetReflection和 MicrofacetTransmission中，包含了一个指向 Mi-
crofacetDistribution类的指针，MicrofacetDistribution类是描述微表面分布的类，定义在 Micro-
facet.h 和 Microfacet.cpp 文件中。

MicrofacetReflection 类还包含了一个指向 Fresnel 类型的指针（注意这是菲涅尔基类）；Mi-
crofacetTransmission类则是包含了 FresnelDielectric对象，意味着微表面透射的菲涅尔项仅可能
是电介质有关。

对于塑料材质 PlasticMaterial，MicrofacetReflection对象的 Fresnel指针指向的是 FresnelDi-
electric 材质（注意这按理来说并不是可以透光的塑料）；对于金属材质 MetalMaterial，Micro-
facetReflection 对象的 Fresnel 指针指向的是 FresnelConductor 材质。

一个全面的微表面 BxDF 主要包含了三个项：微表面分布函数（又叫法向量分布函数）、微
表面遮挡函数（又叫几何函数、阴影函数）、菲涅尔效应函数。

2.4 微表面分布函数的基本原理

微表面分布函数的原理可以说是物理材质中可能遇到的第一个比较难理解的地方，因为很多

人都不太理解里面的归一化公式含义，在这里我会进行比较详细的解释。
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在平滑结构的一个区域 dA 内，微表面的投影面积也要等于 dA：

投影面积应该这么计算：

绿色箭头表示某一片微表面法向量，蓝色箭头表示宏观看到的整体法向量（比如，实际来说，

在一个三角面片上通过三个顶点计算出来的法向量）。对于固定大小的微表面，微表面法向量与宏

观法向量夹角越小，则投影面积越大。

我们假设在 dA 面积内，法向量朝向 ωh 的微表面总面积为 Ah，因此（n 表示宏观法向量）：

dA =
∫
H2

Ah(ωh ·n)dωh (2.4.1)

(ωh ·n) 可以写作 cosθh，θh 表示微表面法向量 ωh 与宏观法向量之间的夹角。两边同时除以 dA：

1 =
∫
H2

Ah

dA
cosθhdωh (2.4.2)

我们可以把 Ah

dA 写作 D(ωh)，表示微表面（法向量）分布函数（意味着朝向某个方向的微表面所占

的比例）。现在，分布函数的归一化性质就可以写为大家常见的形式：

1 =
∫
H2

D(ωh)cosθhdωh (2.4.3)

有些时候我们也会用投影立体角来解释 cosθhdωh，但从投影立体角的角度并不能很直接地

理解上式。

PBRT 书 [1] 中给出了两种微表面分布，即 BeckmannDistribution 和 TrowbridgeReitzDis-
tribution，这些微表面分布函数看起来都像是关于 θh 的正态分布函数：

这两种分布都可以扩展为各向异性微表面分布，我们本书不涉及这些内容，留到以后再介绍

（各向异性 BSDF并不难，但构建各向异性材质时需要考虑一些软件架构和纹理等层面上的信息）。
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2.5 几何遮挡函数基本原理

几何遮挡函数更为复杂一些（可以参考这篇五十多页的文章 [2]），在这里我希望能用更简单
直白的方式给大家讲解清楚。

关于某些我会强调不必彻底理解的内容，希望大家在学习的过程中千万不要钻牛角尖，据我

所知，很多内容在以前的论文中也都是没有明确说明的——很多模型只是好用，有的模型没有闭

式解，而是建立查找表。

我们掌握几何遮蔽函数的关键：归一化与投影面积。同时注意，在描述的过程中，宏观的几

何向量会被变换到局部坐标系，也就是法向量为 n = (0,0,1)，我们用 ωg 来表示 n，下标 g 即几

何法向量。

2.5.1 几何遮蔽的归一化函数

当考虑到遮挡时，我们参考下图：

黑色部分表示被遮挡的、看不到的部分。设 view 的反方向为 ωo，设反方向是因为表面上的

方向都是从交点向外发出的。此时的投影方向是 ωo，单位投影面积写为：

(ωo ·ωh)D(ωh) (2.5.1)

但是背向投影方向的表面是不贡献到投影表面积上的，因此我们使用
〈〉
符号：

〈
a · b

〉
=max(0, a · b) (2.5.2)

又因为能投影的表面面积有些会被遮挡，我们定义遮挡系数 G1(ωo,ωh) ∈ [0,1]，表示被遮挡的区
域的比例。此时，投影面积 PA 就可以写为：

PA =
∫
H2

G1(ωo,ωh)
〈
ωo ·ωh

〉
D(ωh)dωh (2.5.3)

对于下面这种简单的情况，没有任何微表面法向量背向投影方向，且没有任何相互遮挡，此

时，G1(ωo,ωh) 对下面的任何 ωh 方向都是 1（注意，对于任意方向分布都有的微表面，只有当

ωo = ωg 时才满足 G1(ωo,ωh) ≡ 1），
〈
ωo ·ωh

〉
= (ωo ·ωh)：
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当 dA = 1，即单位面积，则投影面积就是 PA = (ωo ·ωg )，因此：

cosθo = (ωo ·ωg ) =
∫
H2

G1(ωo,ωh)
〈
ωo ·ωh

〉
D(ωh)dωh (2.5.4)

2.5.2 G1 函数的导出

我们已经得到了 G1 的归一化函数表示，但是应该如何导出 G1 呢？

设 A+(ωo) 表示朝向前面的微表面的投影面积（即法向量 (ωo ·ωh) > 0），A−(ωo) 表示被朝向

后面的微表面遮挡的投影面积（因为微表面是通过高度场来建模的，看起来就像一个个尖角，朝

向前面的微表面只会被朝向后面的微表面遮挡），因此得到关系：

G1(ωo) =
A+(ωo)−A−(ωo)

A+(ωo)

cosθo = A+(ωo)−A−(ωo) (2.5.5)

cosθo 就是单位面积投影到 ωo 方向的投影面积。上面的关系好像能看出点什么端倪了。为了进

一步推导，我们定义一个辅助函数：

Λ(ωo) =
A−(ωo)

A+(ωo)−A−(ωo)
=
A−(ωo)
cosθo

G1(ωo) =
1

1+Λ(ωo)
(2.5.6)

即 PBRT 中的 MicrofacetDistribution::Lambda 函数。
事实上，有很多方程都可以满足式2.5.4，我们需要一些假设（比如相邻点之间的高度没有相

关性，当然，这种假设是不太合理的，毕竟相邻点之间高度应该差不多一致），来得到特定的 Λ(ωo)

函数。有些时候，我们还会假设视线方向与光照方向的遮挡函数都是存在的且相互独立，也就是

说：

G1(ωo,ωi) = G1(ωo)G1(ωi) (2.5.7)

我们不再细讲 Λ(ωo) 函数的推导过程，因为主要都是数学相关的内容，并不会对理解上造成

什么影响。
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2.5.3 Torrance-Sparrow 模型

Torrance-Sparrow 模型假设所有的微表面都是镜面，也就是说，当散射为反射时，给定光入
射方向 ωi 和观察方向 ωo，仅有法向量朝向 ωh = �ωi +ωo 方向的微表面才会把光反射过去。

根据辐射度公式：

L =
dΦ

dωdA⊥

Li(ωi) =
dΦh

dωdA⊥(ωh)
=

dΦh

dω cosθhdA(ωh)
(2.5.8)

又因为：

dA(ωh) =D(ωh)dωhdA (2.5.9)

再次根据辐射度公式：

L(ωo) =
dΦo

dωo cosθodA
(2.5.10)

同时假设微表面反射是符合菲涅尔定律，也就是说：

dΦo = Fr(ωo)dΦh (2.5.11)

以及一个我们会在“采样微表面”章节再解释的公式：

dωh =
dωo

4cosθh
(2.5.12)

把这些式子都带入，就能得到辐射度公式：

L(ωo) =
Fr(ωo)Li(ωi)D(ωh)dωi

4cosθo
(2.5.13)

注意，因为每个微表面是完美镜面反射（前面说过，ωh 是根据 ωi 和 ωo 计算出来的），同时我们

再考虑几何遮挡项，就得到了 Torrance-Sparrow 模型的 BRDF：

fr(ωo,ωi) =
Fr(ωo)Gi(ωo,ωi)D(ωh)

4cosθo cosθi
(2.5.14)

大家在百度一搜微表面模型，基本上都是上面这个公式。

在 MicrofacetReflection::f 函数中，会判断两种退化情况：

1 i f ( cosThetaI == 0 | | cosThetaO == 0) return Spectrum ( 0 . ) ;
2 i f (wh . x == 0 && wh. y == 0 && wh. z == 0) return Spectrum ( 0 . ) ;

第一行表示采样光线平行于表面或者光照光线平行于表面；第二行表示避免 ωh 为 (0,0,0)，这种

情况表示采样 Ray 与光照光线平行且方向相反。
虽然 ωh 是根据 ωi 和 ωo，但前面我们只假设了反射的情况：ωh = �ωi +ωo。我们现在再补充

关于穿透的情况。

对于穿透：

dωh =
η2
o |ωo ·ωh|dωo

(ηi(ωi ·ωh) + ηo(ωo ·ωh))2
(2.5.15)
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ωh 是根据入射和出射光线计算出的微表面法向量，推导并不复杂（可以在 PBRT 书 [1] 的菲涅
尔项章节中找到对应关系）：

ωh = ωo +
ηi
ηo

ωi (2.5.16)

注意此时的菲涅尔项是 1−Fr(ωo)。

2.6 菲涅尔入射效应

有些材质不止一层，许多 BRDF 模型没有考虑菲涅尔反射使得到达分层对象底部的光量减
少的现象：

考虑一下抛光的木桌或涂有光泽油漆的墙：如果你正面看它们的表面，你主要看到的是木材

或油漆的颜色。当您将视点移向一个扫掠角度时，由于菲涅耳效应导致光泽反射增加，因此看到

的材质颜色更少。也就是说：当入射方向接近法线时，大多数光被传输到漫反射层，漫反射项占

主导地位；当入射方向接近掠射时，光泽反射是主要的反射模式。

Ashikhmin和 Shirley（2000、2002）开发的 BRDF模型对其上具有光泽镜面的漫反射面进行
建模。注意，他们并不是建模来替换我们原来的 BRDF函数中的 Fr，而是导出了一种新的 BRDF，
即 FresnelBlend。
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本章讲解比较具体的微表面材质模型，例如金属材质、塑料材质。我们还会重点介绍混合多种 BxDF
的材质在采样和计算上的原理。

3.1 BSDF::Sample_f 函数
使用 BSDF::Sample_f 函数，我们以 EstimateDirect 函数为例，该函数的前两行代码用来确

定反射类型：

1 BxDFType bsd fF lags =
2 spe cu l a r ? BSDF_ALL : BxDFType(BSDF_ALL & ~BSDF_SPECULAR) ;

specular 默认是 false，此时 bsdfFlags 表示为二进制就是 [01111]。调用 BSDF 采样的函数是：

1 f = i s e c t . bsdf−>Sample_f ( i s e c t . wo , &wi , uScatter ing , &sca t t e r ingPd f ,
bsdfFlags , &sampledType ) ;

BSDF::Sample_f 函数中首先会判断有多少种 BxDF 能够符合当前 [01111] 的要求，Num-
Components 函数调用 MatchesFlags 函数：

1 bool MatchesFlags (BxDFType t ) const { re turn ( type & t ) == type ; }

然后根据随机数来抽取其中的一个 BxDF（comp 是随机数生成的表示抽取第几个 BxDF）：

1 std : : shared_ptr<BxDF>bxdf = n u l l p t r ;
2 i n t count = comp ;
3 f o r ( i n t i = 0 ; i < nBxDFs ; ++i )
4 i f ( bxdfs [ i ]−>MatchesFlags ( type ) && count−− == 0) {
5 bxdf = bxdfs [ i ] ;
6 break ;

19
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7 }

注意 && 如果前面成立才会判断后面，所以 count–只会在满足要求的 bxdfs[i] 时才进行。之后，
就是根据抽取的 BxDF 来采样散射方向了。

抽取完散射方向以后，需要判断抽取的方向在整个材质中的 PDF 以及 BSDF 值。以下内容
是我后来补充的，但是由于确实不太好叙述，所以如果读者读不太懂也没有关系。在 BSDF中，所
有的 BxDF 组成概率都是一样的，也就是说，如果一个 BSDF 材质中包含了一个 Lambertain 项
和一个微表面项，那么这两个项在一次采样中被采样到的概率相同。有人可能会觉得有些怪——

如果想要一个材质漫反射更多一些应该怎么办？其实设置 Lambertain项中 Kd参数更大即可，而
不是设置 Lambertain项和微表面项的比例。有人或许会问，如果该材质微表面反射更多一些，两
种 BxDF项等比例采样不就不是一种很好的方式吗？确实如此，但是把多种 BxDF混合起来一起
采样相对麻烦一些。相当于在每种符合采样项的 BxDF函数中都计算散射的概率密度以及 BSDF
值，然后混合起来。计算 Pdf 的方式与 BSDF::Pdf 函数是相同的：

1 f o r ( i n t i = 0 ; i < nBxDFs ; ++i )
2 i f ( bxdfs [ i ]−>MatchesFlags ( f l a g s ) ) {
3 ++matchingComps ;
4 pdf += bxdfs [ i ]−>Pdf (wo , wi ) ;
5 }
6 i f ( matchingComps > 1) ∗ pdf /= matchingComps ;

3.2 关于 Sample_f 的一个简单直观的例子
很多人不了解 Sample_f 是因为他们缺乏比较直观的例子。
假设某种材质是由两个一样的 Lambertian 的 BxDF 组成。我们计算一下各种采样 PDF。首

先我们需要保证的是两个 BxDF 的 Kd（Spectrum 对象）各个项分别之和小于 1，否则能量就不

守恒了。Lambertian 的 f() 永远是 R
π，R 就是 Kd 值。为了简单计算，假设采样到的散射方向的

cosθ = 1，也就是说，此时 Lambertian::Pdf 返回值为 1
π。

计算得到的 Pdf 为 1
π：

1
π + 1

π

2
(3.2.1)

计算得到的 f 为 2R
π 。我们能感受到，在设计一种材质时，需要小心材质的各个部分的比例，免得

计算出的光反射量比光入射量还要大。

我们做一个测试，定义一种错误的材质：MatteUnrightMaterial。该材质除了在 ComputeScat-
teringFunctions 函数中的下面几行，其他地方与 MatteMaterial 材质完全相同：

1 f l o a t s i g = Clamp( sigma−>Evaluate (∗ s i ) , 0 , 90) ;
2 i f ( ! r . I sB lack ( ) ) {
3 i f ( s i g == 0) {
4 f o r ( i n t i = 0 ; i < 10 ; i++)
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5 s i −>bsdf−>Add(new Lambert ianRef l ec t ion ( r ) ) ;
6 }
7 }

即 BSDF 变为了十倍的 LambertianReflection。在我的例子中，r 被设为了 Spectrum(0.75f)。
我们仅仅给场景中的龙使用该错误材质，得到如下结果（左边是添加了一倍的 Lambertian-

Reflection 的 BSDF，它是可以保证能量守恒的；右边是添加了十倍 LambertianReflection 以后
的 BSDF，Spectrum(0.75f) 乘以 10 以后，rgb 各个分量都是大于 1 的，因此能量一定不守恒）：

不能量守恒的 BSDF 导致整个场景能量爆炸（事实上，路径追踪的采样轮数越多，会导致图
像变得越亮，每次采样到龙以后，反射的光比例按角度计算后很容易大于 1）。相信通过这个例子

大家就能对“怎样设计一个正确的物理材质”有了更深的认识。

3.3 多种 BxDF 组成的模型——塑料和金属材质
塑料材质较为简单，就是通过一个控制漫反射的因子 Kd 和一个微表面的因子 Ks 来得到塑

料。注意能量守恒要求材质总的反射能量要小于 1，关于给定入射方向以后，材质的总反射能量

分布在半球积分后是否大于 1，PBRT 也没提供方法来检验，因此我们一般主要是靠直觉，或者
用一些蒙特卡洛方法来采样测试。

金属材质因为更多依赖于菲涅尔项，所以可能参数看起来不是很好理解。金属材质中最重要

的两个参数一个是 eta，另一个是 k，构建菲涅尔项为：

1 Fresne l ∗ frMf = new FresnelConductor ( 1 . , eta−>Evaluate (∗ s i ) , k−>
Evaluate (∗ s i ) ) ;

其中，第一个参数 1.0 表示菲涅尔项中的 ηi，第二个参数是 ηt。k 是导体的吸收系数，我们前面
讲过。



4. 微表面材质的采样

4.1 采样微表面 22

4.2 计算采样概率密度 22

4.3 本文结语 24

本章讲解微表面材质的采样方式，主要为根据 BSDF 来采样跟踪光线。

4.1 采样微表面

我们见 MicrofacetReflection::Sample_f函数。该函数会根据我们预定义的微表面分布类型来
采样 ωh，然后根据采样到的 ωh 来计算光源入射方向 ωi：

1 Vector3 f wh = d i s t r i b u t i o n −>Sample_wh(wo , u) ;
2 i f ( Dot (wo , wh) < 0) return 0 . ; // Should be ra r e
3 ∗wi = R e f l e c t (wo , wh) ;

然后计算 Pdf：

1 ∗ pdf = d i s t r i b u t i o n −>Pdf (wo , wh) / (4 ∗ Dot (wo , wh) ) ;

在这个步骤中，如何计算 Pdf 是我们还没有讲解过的内容。至于如何根据微表面分布来采样
ωh 完全是数学步骤，即根据 CDF 的反函数法来进行蒙特卡洛采样，该步骤并不影响我们理解整
个过程，如果闭式表达式计算不出来，那么用“接受-拒绝法”也可以很好地采样 BSDF。
一些更详细的介绍可以参考 [4]。

4.2 计算采样概率密度

我们采样的是半角 Pdf（half-angle Pdf，即采样 ωh 方向的 Pdf），而我们原本应该计算的是
采样 ωi 方向的 Pdf，所以需要一个对应的转换。

直觉上可能有人觉得，既然采样到的 ωh 就决定了 ωi 方向，那么采样 ωh 的 Pdf 不就应该等
于采样 ωi 的 Pdf 吗？其实对于采样 Pdf 来说，我们应该从立体角去分析。我们会在本节末尾给
出更形象的图，但在此之前我们先从立体角公式的角度思考一下。我们先看下图：

22
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如何衡量 dωh 和 dωi 之间的关系？我们需要找一个轴作为“基准”，这个基准轴就是 ωo 方

向的轴，基于该轴来定义 dωh 和 dωi 则可以很容易找到对应关系。我们回忆一下立体角微分的

公式：

dω = sinθdθdϕ (4.2.1)

注意这里立体角微分中的 sinθ 与投影立体角中的 cosθ 项不要弄混了。

我们来看一下它们之间的对应关系如何转换：

dωh

dωi
=
sinθhdθhdϕh

sinθidθidϕi
(4.2.2)

根据示意图，θi = 2θh，且注意它们处于同一经度，因此 ϕi = ϕh：

dωh

dωi
=

sinθhdθhdϕh

sin2θh2dθhdϕi
=

1
4cosθh

=
1

4(ωi ·ωh)
=

1
4(ωo ·ωh)

(4.2.3)

根据这个对应关系，我们得到转换后的 Pdf：

pωi
=

pωh

4(ωo ·ωh)
(4.2.4)

我们再画个图解释一下：

xyz 三轴被表示为了 RGB 三种颜色，此外，红色小圆点所在线段表示 wo。我们随机生成一
个 wh 方向，并且保证该方向与 wo 夹角小于 90 度，然后以 wh 为基准，随机生成 1000 个数据：
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wh_s[1000]（在图上就是绿色的小圆点集），保证 wh_s[i] 与 wh 的夹角足够小（相当于在单位立
体角中采样）。然后，利用下式来得到 wi_s[1000]（在图上就是蓝色的小圆点集）：

wi_s[i] = ref lect (wo,wh_s[i]) (4.2.5)

我们可以看到，蓝色点集对应的立体角大小是大于绿色点集对应的立体角大小的。也就是说，虽

然采样到的 wh 决定了 wi，但是它们对应的立体角范围不同，因此采样概率密度也不同，需要一
定的转化关系。

考虑两种极端的情况，如下图。下图左表示 wo和 wh几乎处于同一个位置，即 dot(wo,wh) ≈ 1，

此时，pωh
≈ 4pωi

；下图右表示 wo 几乎和 wh 垂直，此时 pωh
≈ 0（示意图中没有排除掉 wh_s[i]

与 wo 夹角不小于 90 度，只是为了演示一下大小对应关系）。

对于穿透类型的微表面模型 MicrofacetTransmission 的 Pdf 也需要调整，可以在书 [1] 第 14
章的 further reading 部分找到方法。

4.3 本文结语

到目前为止，我想在本文中介绍的内容就都介绍完了。对一些大家可能难以理解和容易出错

的地方都添加了不少示意图。

根据目前的规划，我们还剩次表面散射一书，就可以结束专业理论部分的内容，开始更新高

级积分器系列了。低差异序列和图像重建虽然也比较重要，但是由于跟渲染的关系不是很大，所

以暂时不规划进行写作。

文本结束于 2022 年 8 月 2 号，此前已经头痛两周了，上午刚去做完核磁，还没出结果。平
时熬夜太多，导致身体容易出现问题，以后还是按时睡觉，再也不熬夜了。
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