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DezemingFamily 系列文章和电子书全部都有免费公开的电子版，可以很方便地进行修改和重新发布。
如果您获得了 DezemingFamily 的系列电子书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新的版
本。对文章的内容建议和出现的错误也欢迎在网站留言。

本文是对 [1] 论文的详细解读，该论文可以说是渲染必读论文，但有些符号表示和描述可能对初学者
并不友好，由于里面介绍的几种重要技术，例如双向路径追踪、多重重要性采样以及 Metropolis 方法都是
非常重要的，因此我打算写一下本论文的解读，作为构建“高端图形渲染学习体系”的一个重要组成部分。

由于论文 [1] 篇幅过长，为了减少 Latex 编译的时间以及更好把控不同部分的内容，我将整个论文划
分为了多本小册子来进行讲解。

本文的预备知识：蒙特卡洛方法、蒙特卡洛光线追踪（可以看 Peter Shirley 的光线追踪三本小书）、
BSDF 模型、路径追踪、向量空间。
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一 基本内容介绍

被积函数有时是非连续、高阶以及奇异的（可以搜索“奇异积分”了解），一种采样策略很难非常合

适。多重重要性采样就是把多种采样方法以一定权重组合起来，即把不同方法采样到的样本进行组合（分

配不同的权重），我们的目标是通过合适地选择权重函数找到一个最小化方差的估计器。

粗糙的表面和小光源的情况适合直接对光采样，光滑的表面和大光源的情况适合对 BSDF 采样，但
我们很难在场景中去合理定义粗糙和光滑的界限，以及很难定义光源大小的界限。一个很合适的方法是采

样某个点上的直接光照时，分别采样一次表面 BSDF 和光源点，然后把两次估计的值取平均。但在我们学
习了多重重要性采样以后，我们会发现这种取平均的方式并不是最好的方法，因为多重重要性采样得到的

方差会更小一些。
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二 光传输的问题

2 1 光泽高光 (glossy highlights) 问题

设当前表面点为 x′。采样 BSDF，即根据预定义的概率密度 p(ω′
i) 采样一个方向 ω′

i：

p(ω′
i) ∝ fs(x′, ω′

i → ω′
o) (二.1)

采样光源，就是从光源上采样一个点 x，然后采样点的概率密度 p(x) 转化为采样到这个方向的概率密
度 p(ω′

i)。注意这个概率密度的计算（见《光传输的路径积分与符号表示》）：

p(x′) = p(ω′
i)
dσ⊥(ω′

i)

dA(x) = p(ω′
i)
| cos θo cos θ′i|
||x − x′||2

(二.2)

下面左右两幅图分别是采样 BSDF 和采样光源：

材质从上到下光滑度不断降低，也就是说最下面的板子最粗糙，最上面的板子最光滑。光滑的板子适

合采样 BSDF，而粗糙的板子更适合采样光源。
多重重要性采样就是不但采样 BSDF，还采样光源。它旨在寻找最好的方式来将采样得到的样本组合

起来得到方差更小的结果（不仅仅是将采样 BSDF 与采样光源得到的结果取平均）。
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三 多重重要性采样

多采样模型 (multi-sample model) 将多种采样技术组合起来，组合权重需要保证结果是无偏的。可以
得到无数种组合方法，但其中按理来说应该有一种方法是最好的。我们试图找到这种最好的方法。

3 1 多采样模型

考虑对 f : Ω → R，我们计算积分： ∫
Ω

f(x)dµ(x) (三.1)

我们使用在 Ω 上的 n 个不同的采样技术，概率密度函数分别是 p1, ..., pn。我们假设仅下面的几种操作能

够实现：

• 给定任何点 x ∈ Ω，f(x) 和 pi(x) 都能计算得到。

• 对于给定 pi 分布，能够产生符合该分布的样本 X。

设 ni 表示从 pi 分布采样到的样本数，ni ≥ 1，我们令 N =
∑

ni 表示样本总数。假设采样样本数是

固定已知的（暂时先不考虑如何给不同的技术分配不同的样本量，放在本章后面介绍）。从技术 i 中采样

到的样本标记为 Xi,j，j = 1, ..., ni（第 i 种技术产生 ni 个样本）。所有的样本假设都是独立的。

设允许不同的样本有不同的权重，对于从 pi 采样得到的样本权重为 wi，多采样估计器就是：

F =
n∑

i=1

1

ni

ni∑
j=1

wi(Xi,j)
f(Xi,j)

pi(Xi,j)
(三.2)

估计器相当于把 f(Xi,j)/pi(Xi,j) 求加权和。注意这个权重并不是一个常量，而是随着 Xi,j 变化。

这个权重需要满足两点：

n∑
i=1

wi(x) = 1 whenever f(x) ̸= 0

wi(x) = 0 whenever pi(x) = 0 (三.3)

上面两个式子暗示了在任何 f(x) ̸= 0 的位置至少有一个 pi(x) 必须是正的（也就是说并不需要所有的采

样技术的采样区间都能覆盖整个函数的区间，所有的采样技术的区间之和覆盖整个采样区间即可）。

当 ni ≥ 1，可以得到上面的估计器是无偏的：

E[F ] =
n∑

i=1

1

ni

ni∑
j=1

E
[
wi(Xi,j)

f(Xi,j)

pi(Xi,j)

]
=

n∑
i=1

1

ni

ni∑
j=1

∫
Ω

wi(x)f(x)

pi(x)
pi(x)dµ(x)

=

∫
Ω

n∑
i=1

wi(x)f(x)dµ(x)

=

∫
Ω

f(x)dµ(x) (三.4)

注意上式中，对于一个估计器而言，
∫
Ω
f(x)dµ(x) 就是 f(x)

pi(x)
的期望。

3 2 一个权重函数的例子

假设有三个采样技术 p1，p2，p3。每种采样技术采样一个样本，假设权重函数是常量，因此：

F = w1
f(X1,1)

p1(X1,1)
+ w2

f(X2,1)

p2(X2,1)
+ w3

f(X3,1)

p3(X3,1)
(三.5)
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由于：

V [F ] = w1V [F1] + w2V [F2] + w3V [F3]

w1 + w2 + w3 = 1 (三.6)

因此，若一种采样技术方差很大，则总方差就会很大。所以用常量来作为权重并不是一种很好的方式（正

如前面所说，可以同时采样光源和 BSDF，然后把这两种采样的结果取平均，这种直接取平均的权重方式
方差很高，不建议使用）。

注意需要保证：

wi(x) = 0 whenever pi(x) = 0

也就是说当 wi 都是常数时，要保证每种采样技术下采样到的样本的概率密度 pi 的值都大于 0。

3 3 多采样模型的泛化

重写多采样估计器：

F =
n∑

i=1

ni∑
j=1

Ci(Xi,j) (三.7)

其中，Ci(Xi,j) 表示对样本 Xi,j 的采样贡献。要想使 F 是无偏的，则需要满足：

f(x) =
n∑

i=1

niCi(x)pi(x) (三.8)

多采样模型可以表示任何无偏的组合策略，仅仅要求样本是独立的即可。我们回顾一下之前的公式：

F =
n∑

i=1

1

ni

ni∑
j=1

wi(Xi,j)
f(Xi,j)

pi(Xi,j)
(三.9)

也就是说：

Ci(Xi,j) =
wi(Xi,j)f(Xi,j)

nipi(Xi,j)
n∑

i=1

niCi(Xi,j)pi(Xi,j) =
n∑

i=1

wi(Xi,j)f(Xi,j)

=⇒
n∑

i=1

niCi(x)pi(x) =
n∑

i=1

wi(x)f(x) = f(x)

注意公式里的 i 表示第 i 种采样技术。

为了更清楚表示多采样模型，我们把式子展开，设 n = 3，n1 = 2，n2 = 3 以及 n3 = 4：

F =
n∑

i=1

1

ni

ni∑
j=1

wi(Xi,j)
f(Xi,j)

pi(Xi,j)

=
1

2

(
w1(X1,1)

f(X1,1)

p1(X1,1)
+ w1(X1,2)

f(X1,2)

p1(X1,2)

)
+

1

3

(
w2(X2,1)

f(X2,1)

p2(X2,1)
+ w2(X2,2)

f(X2,2)

p2(X2,2)
+ w2(X2,3)

f(X2,3)

p2(X2,3)

)
+

1

4

(
w3(X3,1)

f(X3,1)

p3(X3,1)
+ w3(X3,2)

f(X3,2)

p3(X3,2)
+ w3(X3,3)

f(X3,3)

p3(X3,3)
+ w3(X3,4)

f(X3,4)

p3(X3,4)

)

3 4 平衡启发式 (balance heuristic)

3 4.1 基本原理

平衡启发式 (balance heuristic) 就是选用下面的权重函数：

ŵi(x) =
nipi(x)∑
k nkpk(x)

(三.10)
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我们可以把这个策略叫做平衡启发式，这种组合策略的优势在于它的方差足够小：

V [F̂ ]− V [F ] ≤
( 1

mini ni

− 1∑
i ni

)
µ2 (三.11)

其中，F̂ 表示使用平衡启发式方法组合权重；F 表示任意一种其他组合方法；µ = E[F̂ ] = E[F ] 表示被

估计量。上式说明了平衡启发式方法组合权重比最优的权重组合方法之间的方差不会大于某个值（该值即
µ2

8
）。证明可见论文原文。

对给一个更符合直觉的理解，假设有两个采样技术，每个采样技术采样的样本量为 n1 = n2 = 4，则：

V [F̂ ]− V [F ] ≤
(1
4
− 1

4 + 4

)
µ2 =

µ2

8
(三.12)

也就是说平衡启发式方法比最优方法在方差上的差距不会大于 µ2

8
。这个方差水平相当于发射 8 条阴影光

线到面光源，其中会有 50% 的概率被遮挡（设被遮挡为 0，没有被遮挡为 1，µ = 0.5）。

注意当两种采样技术采样的样本量都增加时，这个差距会趋近于 0，相当于会逼近最优采样器。

3 4.2 平衡启发式与 MC 的关系

用平衡启发式方法重写一下多采样估计器：

F =
n∑

i=1

1

ni

ni∑
j=1

wi(Xi,j)
f(Xi,j)

pi(Xi,j)

=
n∑

i=1

1

ni

ni∑
j=1

( nipi(Xi,j)∑
k nkpk(Xi,j)

) f(Xi,j)

pi(Xi,j)

=
n∑

i=1

ni∑
j=1

f(Xi,j)∑
k nkpk(Xi,j)

=
1

N

n∑
i=1

ni∑
j=1

f(Xi,j)∑
k ckpk(Xi,j)

其中，N =
∑

i ni 表示样本总数，ck = nk/N 表示从采样技术 k 中采样的样本占总样本的比例。该式可以

对应于标准的蒙特卡洛估计器形式 f/p，它可以通过重写分母来得到：

p̂(x) =
n∑

k=1

ckpk(x) (三.13)

p̂(x) 被称为“组合样本概率密度”
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四 更好的组合策略

我们上一章节知道平衡启发式方法与最优估计器相比还是多一些方差 µ2

8
，本节研究更好的组合策略。

4 1 平衡启发式的一些问题

下图表示使用原来的采样方法和平衡启发式以后分别得到的效果，每种采样技术只采样一个样本（共

两种采样技术：采样 BSDF 和采样光源）。上面这一排是大光源 + 光滑表面；下面这一排是小光源 + 粗
糙表面：

我们可以看出，平衡启发式会比最差的方法好，但是并不会比最好的方法好，这种现象叫做“低方差

问题 (low-variance problems)”，这种问题出现在当某个 pi 和被积函数 f 非常相符时，这会生成一个方差

接近于 0 的估计器，优于平衡启发式方法。由于实际采样中我们很难确定哪种采样方式是最优的，因此无

法将最优采样的样本权重置 1 而其他样本权重置 0。

考虑下图，有两种采样技术 p1 和 p2，概率密度 p1 与 f 成比例关系，而 p2 只是一个常数函数，此时，

最优采样很明显应该是：w∗
1 ≡ 1，w∗

2 ≡ 0，这会得到一个方差为 0 的估计器。

我们下面看一下平衡启发式为什么会引入方差。

4 2 更好的组合策略

本节由于时间关系暂时没有安排写作内容，以前写作的分析可以参考博客：

https://feimo.blog.csdn.net/article/details/109675133

4 2.1 组合策略

4 2.2 方差界定

4 3 单采样模型

单采样模型 (one-sample model)中，随机从 n种采样技术中抽取一种并从该技术中采样一个样本。我

们需要通过给单采样技术采样到的样本赋以不同的权重。
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设 n 种采样技术 p1, ..., pn，每一种技术被抽中的概率分别是 c1, ..., cn，且
∑

i ci = 1。把选择一个采

样技术、采样一个样本以及计算权重的过程叫做单采样估计器：

F =
wI(XI)f(XI)

cIpI(XI)
(四.1)

wi 还是要满足前面提出的无偏条件。在这里应用平衡启发式将是最优的权重计算方法。

4 4 应用启发式方法的效果

多重重要性采样可以应用于两个重要领域：分布式光线追踪 (distribution ray tracing) 的光滑表面高
光问题和最终的聚集过程 (final gather pass) 问题。我们只介绍分布式光线追踪，最终聚集过程问题我没
有接触过，所以不进行讲解。

下图的图示中，表面粗糙度从上到下依次增加。在图 (d) 中用来将权重分配可视化，对于绿色表示采
样光源的权重更大，红色表示采样 BSDF 的权重更大；由于红色 + 绿色会显示出黄色，因此黄色表示采
样光源和 BSDF 的权重都很大，采样光源和 BSDF 都很重要。

从论文原文 [1] 给出的曲线图中也可以感受到，平衡启发式总体来说效果都比较好。
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五 其他问题分析与讨论

关于 MIS 方法与基本的 MC 方法和分层抽样方法 (stratified sampling) 的联系，MIS 可以被认为是
重要性采样和分层抽样的泛化。

因为它可以应用多种采样技术，所以相当于重要性采样的泛化。由于 MIS 从 n 个给定的区域 Ωi 中

抽取样本，所以它是分层抽样的泛化，注意这些区域不一定是不相交的，只需要保证这些区域加起来能构

成整个函数区间即可。这种分层策略很有用，比如当 BSDF 是由多个组件（比如漫反射组件、镜面组件）
构成时，从每个组件抽取几个样本就是分层抽样的思想。

给采样技术分配样本量

假设总共 N 个样本被均分到 n 种采样技术中，设 F̂ 表示每种采样技术分配均匀的样本量这种采样

技术，F 表示任意一种技术。根据论文证明：

V [F̂ ] ≤ nV [F ] +
n− 1

N
µ2

也就是说除了后面的一个附加项 n−1
N

µ2，前面的方差项顶多会比最好的方法多出 n 倍；而如果权重选择不

当，则根据我们前面章节的描述，可能方差会大任意数量级。

也就是说，ni 的选择，即给一个采样技术分配多少样本，并不如如何适当选择权重函数那么重要。

5 1 本文小结

本文中介绍的多重重要性采样 (MIS)技术是提高后面介绍的双向路径追踪方法的效率的关键方法。后
面的文章会详细介绍双向路径追踪技术的基本方法，以及一些需要注意的细节。
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