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前言

本文的意义在于给出体渲染的辐射度量学公式——光传输方程。并对其中的符号和方法进行一些比较

规范和更全面的定义。

一 符号定义

符号说明：

• x 表示空间上或者表面上的一个点。

• (x→ −→ω ) 表示射线从 x 发出，方向为 −→ω。

• (x← −→ω ) 表示射线沿着 −→ω 方向射向 x。

• −→ω i 表示光入射方向，与表面不同（描述表面点的入射和出射方向时都是对应于离开表面点的方向），

是真的代指光入射方向，而非反方向。

• −→ω o 表示光的出射方向。

• Lo(x→ −→ω o) 表示出射方向的光辐射度。

• (−→ω x→y) 表示光的方向，从 x 方向到 y 方向。

二 光传输事件

参与介质中有三个过程会影响 radiance 的分布：

• 吸收：由于光转换成另一种形式的能量（如热）而引起的 radiance 减少；

• 发射：发光粒子发出 radiance；

• 散射：由于与粒子碰撞而向一个方向散射（根据指定某方向，从该方向散射到其他方向称为外散射，
从其他方向散射到该方向称为内散射）。

2 1 吸收

光以 −→ω 方向通过单位长度的参与介质以后，携带的能量表示如下（注意，一般来说，σa(x→ −→ω ) 对

于任意方向都是定值，因此可以表示为 σa(x)）：

Lo(x→ −→ω )− Li(
−→ω → x) = dLo(x→ −→ω ) = −σa(x→ −→ω )Li(

−→ω → x)dt (二.1)

考虑到在积分中 Lo(x→ −→ω ) 和 Li(
−→ω → x) 表示的是同一束光（上式只是为了描述变化率 dLo），因此可

以写为：

dLo(x→ −→ω ) = −σa(x→ −→ω )Lo(x→ −→ω )dt (二.2)

积分以后就得到（假设光从 x 向 −→ω 方向传输距离 d）：

Lo((x + d−→ω )→ −→ω ) = Lo(x→ −→ω ) · e−
∫ d
0

σa((x+t−→ω )→−→ω )dt (二.3)

因此，光在 −→ω 方向通过距离 d 之后剩余的 radiance 占原来的比例为：

Tr(x↔ (x + d−→ω )) = e−
∫ d
0

σa((x+t−→ω )→−→ω )dt (二.4)



Tr 符号描述穿透率。Tr 的指数部分用两点间的光学厚度来表示：

τ(x↔ (x + d−→ω )) =

∫ d

0

σa((x + t−→ω )→ −→ω )dt (二.5)

当介质是 homogeneous 介质时，σt 是一个常量：

Tr(x↔ (x + d−→ω )) = e−σtd (二.6)

2 2 发射

粒子可能会发光，只考虑发射效应时，表示如下：

dLo(x→ −→ω ) = Le(x→ −→ω )dt (二.7)

2 3 吸收-发射方程

仅仅考虑体渲染中的吸收和发射项，就能得到吸收发射方程：

dLo(x→ −→ω ) = −σa(x→ −→ω )Lo(x→ −→ω )dt+ Le(x→ −→ω )dt (二.8)

假设光从 x 向 −→ω 方向传输距离 d，得到吸收发射方程的积分式：

Lo((x + d−→ω )→ −→ω ) = Lo(x→ −→ω ) · e−
∫ d
0

σa((x+t−→ω )→−→ω )dt

+

∫ d

0

Le((x + s−→ω )→ −→ω ) · e−
∫ s
0
σa((x+t−→ω )→−→ω )dtds (二.9)

使用 Tr 符号，就可以简化为：

Lo((x + d−→ω )→ −→ω ) = Lo(x→ −→ω ) · Tr(x↔ (x + d−→ω ))

+

∫ d

0

Le((x + s−→ω )→ −→ω ) · Tr((x)↔ (x + s−→ω ))ds (二.10)

2 4 外散射和衰减

光通过参与介质时，会有散射效应。描述有多少 radiance 能够沿着该方向继续前进表述为：

dLo(x→ −→ω ) = −σs(x→ −→ω )Li(
−→ω → x)dt (二.11)

因此总的光衰减系数为：

σt(x→ −→ω ) = σs(x→ −→ω ) + σa(x→ −→ω ) (二.12)

我们定义两个名词，一个是 albedo，直观理解为单位参与介质下，不发光的参与介质的颜色（表示为
散射的概率）：

ρ =
σs

σt

(二.13)

以及 mean free path（平均自由路径长度，即给出了射线在与粒子相互作用之前在介质中传播的平均
距离）：1/σt。

描述总的衰减效应的微分方程表示如下：

dLo(x→ −→ω )

dt
= −σt(x→ −→ω )Li(

−→ω → x) (二.14)
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2 5 相位函数

相位函数描述了辐射度从一个方向到另一个方向的分布比例（S2 表示整个球面）：∫
S2

p(−→ω → x→ −→ω ′)d−→ω ′ = 1 (二.15)

注意和 BSDF 是有很大不同的，BSDF 要求：∫
H2

f(−→ω → x→ −→ω ′)d−→ω ′ ≤ 1 (二.16)

因为 BSDF 包含了表面 albedo 这种吸收项。而相位函数仅仅只表示一个比例。

2 6 内散射

外散射是向外发射 radiance，而内散射表示的是其他方向的 radiance 发射到当前 ω 方向：

dLo(x→ −→ω ) = Ls(x→ −→ω )dt (二.17)

Ls 是关于发射和内散射的 radiance：

Ls(x→ −→ω ) = Le(x→ −→ω ) + σs(x→ −→ω )

∫
S2

p(−→ω i → x→ −→ω )Li(
−→ω i → x)d−→ω i (二.18)

相位函数不包含任何与吸收或者能量损失的成分，因为后面的积分项只与散射有关，所以积分值还需要乘

以 σs(x→ −→ω ) 才是最终的内散射项。

三 辐射传输方程

使光增强的组件：

dLo(x→ −→ω ) =
(
Le(x→ −→ω ) + σs(x→ −→ω )

∫
S2

p(−→ω i → x→ −→ω )Li(
−→ω i → x)d−→ω i

)
dt (三.1)

使光衰弱的组件：

dLo(x→ −→ω ) = −
(
σs(x→ −→ω ) + σa(x→ −→ω )

)
Li(
−→ω → x)dt (三.2)

把这两项合并起来，就能得到辐射传输方程（下式是简写）：

dLo(x→ −→ω ) =
(
− σt(x→ −→ω )Li(

−→ω → x) + Ls(x→ −→ω )
)
dt (三.3)

Li(
−→ω i → x) 我们还没表示，但我们可以比较容易地写出来：

Li(
−→ω i → x) =

∫ ∞

0

Tr(x↔ (x− t−→ω i))Ls(
−→ω i → (x− t−→ω i))dt (三.4)

Li 和 Lo 只是不同的表示形式而已，最终我们求解的目标就是某点到某个方向的辐射度，也就是求解这个

积分式。
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