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一 介绍

在《自然图像 matting 的闭式解-CVPR》中我们描述了发布在了 CVPR2006 上的本文 [1]，后来，在
2008 年又发布到了 TPAMI 期刊。本文的公式序号是根据 TPAMI 版本来描述的，但只是对《自然图像
matting 的闭式解-CVPR》进行一些补充。TPAMI 中，用户输入的涂鸦可以不止使用黑白涂鸦，还可以
在边界处绘制其他颜色的涂鸦来表示此处是边界区域。

二 公式导出

我们定义公式 (10) 所述的损失函数：

除了数学证明外，我们的损失函数背后的直觉是，matte 可以局部表示为图像颜色通道的线性组合，
如下图所示的三个代表性示例所示：

第一个例子是一个前景和背景颜色非常一致的窗口。在这种情况下，alpha matte 与图像具有很强的
归一化相关性 (normalized correlation)，可以通过将其中一个颜色通道乘以比例因子并添加一个常数来生
成。

在第二个示例中，alpha 在整个窗口上是恒定的。无论此窗口中图像纹理的复杂性如何，我们都可以
通过将图像通道乘以零并添加一个常数来获得常数 alpha。这个微不足道的例子很重要，因为它展示了 4D
线性模型的一些威力。由于典型的 matte 在大多数图像窗口上是恒定的（零或一），因此无论精确的颜色
分布以及颜色线模型是否成立，这些窗口中的遮片都可以以平常的方式表示为图像的线性函数。

最后，我们给出了一个具有非均匀 alpha 的窗口，其中，背景包含一个边缘。由于不同颜色通道中的
边缘对比度不同，通过适当缩放颜色通道，我们的模型能够实际消除背景边缘。

该损失函数 (12) 可以化简消去 ac 和 b，得到公式 (11)。其中 L 是 matting Laplacian matrix，是一
个 N ×N 的矩阵（N 不是窗口长宽，而是整幅图像的像素数），每个元素的表示见公式 (12)。可见 L 每

一行相加都是 0，因此其零空间包含常向量（这里的常向量，即向量里每个元素值都相同。由于每行相加

都是 0，所以每行中，每个元素都乘以相同的数再相加，值也是 0）。

既然零空间包含常数向量，也就是说，假设这个常数向量是 v，那么 Lv = 0，则 vTLv = 0，优化到
了最低结果。

如果 ϵ = 0，那么 L 的零空间就包含了每个 I 的颜色通道，因为每个颜色通道都可以表示为自身的线

性函数（它的含义我也不是非常了解，意思应该是，Lv = 0，我们的目标 α = v 得到的 α 可以是原图中

的三个通道中的任意一个）。

三 约束和求解

求解问题，公式 (13) 相比于之前 CVPR 的版本，把硬约束变为了软约束：
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DS 是一个对角矩阵，对于有约束的像素，对角值是 1，其他像素是 0（所以这也是 N ×N 的矩阵）。

这意味着与 CVPR 原文中的硬约束（保证我们的涂鸦区域设定的值一定满足求解出的 matte 值）不同，
这里变成了软约束。bS 表示一个 N 维向量，在指定 α 值的区域（涂鸦区）为指定的相应值，在其他区域

为 0。有人可能会好奇，如果我们用户指定的某区域 alpha 为 0 该怎么办？其实这就是 DS 的作用了，它

把用户指定的区域和没有指定的区域根据其元素值来区分开了。

由于上述损失函数对于 alpha 是二次的，所以可以对公式 (13) 进行微分，取导数为 0，即得到求解公

式 (14) 这个稀疏线性系统。
因此，使用软约束使得我们可以很容易地通过多种笔刷进行涂鸦。当然我认为我们还可以进一步改进，

比如对设置绝对背景和绝对前景的区域在 bS 矩阵中使用更大权重，这样应该能更好地实现效果。

四 ϵ 参数

ϵ 参数可以控制解的噪声量和平滑度：

输入是两个有一定噪声的区域，并有两个竖线涂鸦，一白一黑。在求解出的图像 mattes 中，我们取图
像中间一行，将 mattes可视化出来。由图看出，不同的 ϵ值得到不同的 mattes，值越低，绘制出的 mattes
会越接近原图，mattes 会捕捉到图像噪声；值越高，mattes 越平滑，但是可能会过于平滑。

五 光谱分析

比较两种分割算法，一种是 normalized cuts（基于 graph Laplacian 的分割算法），另一种是本文的
matting Laplacian。由于我们的 matting Laplacian 也是对称正定的，所以也能写为 L = D −W 的形式

（有些解释放在了这篇论文 [4] 中）。normalized cuts 和 matting Laplacian 中的 W 矩阵分别表示为公式

(15) 和 (16)：

我们把 W 叫做亲和性 (affinity) 函数，尤其是我们的亲和性函数，叫做 matting affinity，虽然亲和性
函数一般是非负的，但是我们的 matting affinity 可能是负数。因为 WG 和 WM 的特征向量被光谱分割算

法用于分割图像，我们测试一下对应的特征值。注意 WG 使用了全局的统一的 σ 值。

由于最小的特征值对应的特征向量是常数向量，我们显示第二小的特征值：
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由此看出，当 ϵ = 0.15 时，分割效果很好。当 ϵ = 0.17 时，特征图非常接近于原图，并继承了原图的

一些噪声。硬分割中，使用精心选择的 σ 值可以得到很好的效果，但不适用于 matting。
注意在特征图中，如果区域颜色相近，那么 matte 值很容易在这个区域传播；如果区域颜色不相近，

那么 matte 值就不容易在这个区域传播。比如同样是前景，但是包含了人的头发和皮肤，那么最好要把头
发和皮肤都进行一些涂鸦，这跟这样一个事实有关：如果 ϵ = 0，则 L 的零空间包含了原图所有三个颜色

通道。零空间又可以理解为即特征值为 0 的特征向量构成所在的空间，对于 L 这个半正定矩阵而言，其特

征值都是非负的，因此为最小的特征值对应的特征向量，当然我们前面也知道了，当 ϵ 足够小的时候，计

算得到的 matte 值（再提一句，这是 N 维的）就会越接近于原图值，所以当设置为 0 时，自然零空间包

含 RGB 三个通道也不足为怪。对不同颜色的区域都进行标注，也是有助于这个系统 matting 效果更好。
更准确地说，alpha matte 可以通过检查 matting Laplacian 的一些较小特征向量来预测，因为 (13)

的最优解将在很大程度上由较小特征向量覆盖。下图可视化了最小的两个特征值对应的特征向量（注意每

张图都是一个特征向量，把值归一化为 (0− 1) 之间），可以看到，对于背景区 α ≈ 0，符合最小特征向量

图中值非常低的位置；对于前景区 α ≈ 1，符合最小特征向量图中值非常高的位置；对于过渡区，其值介

于前景 α 值和背景 α 值之间：

事实上，有可能将最优解中较大特征向量的权重限制为对应特征值比率的函数，文中描述的“较大的

特征向量”和“较小的特征向量”，这里应该是表示“较大的特征值对应的特征向量”，这里我不太明白作

者的意思，究竟是要限制什么的权重，不清楚是不是公式 (13) 里的 DS 中的对应像素的权重。更详细的

解释在论文的 Theorem 4 和 Corollary 1 中。

六 恢复前景和背景

求出 mattes 以后，就可以通过最小化损失函数 (19) 来求解得到 F 和 B：

仍然是二次损失函数，用求解线性系统的方法就能够得到最优解。
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