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前言及简介

DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您
获得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对
书的内容建议和出现的错误欢迎在网站留言。

0.1 本书前言

矩阵微积分在深度学习中具有很重要的作用，尤其是涉及更一般化的张量和矩阵运算时。[1]
是一个很好的矩阵微积分学习教材（仅限于对向量微分，不包括对矩阵微分），但有些地方的描述

和理解仍然需要仔细思考和分析。本文根据 [1] 来撰写，试图解释神经网络中所有你需要的矩阵
演算，以便理解深层神经网络的训练。

这里对 [1] 进行一些初步介绍。[1] 的基础是微积分 1，提供链接帮助读者在需要时更新必要
的数学知识。请注意，在开始学习训练并在实践中使用深度学习之前，您无需理解本材料；更确

切地说，本教材面向的是那些已经熟悉神经网络基础知识的人，他们希望加深对基础数学的理解。

如果你在某个时候遇到了困难，不要担心——只需返回并重读上一节，试着写下一些例子。如果

你仍然感到困惑，可以在论坛 [2] 上询问。
本文并不是对 [1] 的直接翻译，所以如果想按照根据原文进行学习的话，建议直接去网站 [1]

进行学习。本文只是在 [1] 的基础上，删除了一些基础内容，并增加了一些更容易理解的例子和
解释。

之所以名字叫“深度学习中的矩阵微积分学”而不是简单叫“矩阵微积分学”，是因为这里并

没有涉及更进一步的矩阵微积分的内容——矩阵函数对矩阵求导，而这些内容在控制论中则是比

较常见的。我们只关注与深度学习有关的部分，也就是矩阵-向量微积分。
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1. 向量微积分学与偏导

1.1 简介 6

1.2 偏导与向量微积分 6

本章简单介绍一下神经网络，然后介绍偏导和梯度方面的一点内容。

1.1 简介

即使不知道矩阵微积分，我们也可以很容易地通过现代深度学习库内置的自动微分，通过 Py-
Torch 库以最少量的微积分水平称为世界级的深度学习研究者。但是，如果你想真正了解这些库
的情况，阅读讨论模型训练技术的最新进展，则需要了解矩阵微积分领域的很多内容。

对于一个线性结构：z(x) =
∑n

i wixi +b =w ·x+b，函数 z(x)被叫做单位仿射函数 (unit’s affine
function)，之后，z(x)输入一个矫正器中（即 rectified linear unit，也就是 ReLU函数：max(0, z(x))），

这种计算单元叫做人工神经元 (artificial neuron)。
神经网络由许多这样的单元组成，组织成多个神经元集合，称为层 (layers)。一层单位的激活

成为下一层单位的输入。最后一层中一个或多个单元的激活称为网络输出。

我们需要训练的参数，其实就是 w 和 b，对损失函数求导，从而运用梯度下降算法。我们在

实践中可以把求导当做一种函数映射 (map)。

1.2 偏导与向量微积分

对于一个多元函数，例如 f (x,y)，我们可以使用偏导来表示它的导数，把偏导组织成一个行

向量 (horizontal vector) 的形式，我们把这个行向量称为 f (x,y) 的梯度：

∇f (x,y) =
[∂f (x,y)

∂x
,
∂(x,y)
∂y

]
(1.2.1)

梯度属于向量微积分的一部分部分，它处理将 n个标量参数映射到单个标量的函数 a = f (x1,x2, ...)。

本章的内容暂时就介绍这些，下一章我们同时考虑多个函数的导数，并推导出矩阵微积分的

内容。
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2. 矩阵微积分学

2.1 多个函数的微积分 7

2.2 雅克比的一般化 7

2.3 按元素的二元操作 9

2.4 涉及标量展开的导数 11

2.5 向量和 reduction 12

本章描述矩阵微积分学，从多个函数的微积分引入到雅克比矩阵。本章内容较为简单，都是一些基

本定义，但需要对各种形式掌握熟练，否则就会在链式法则章节中迷失自我。

2.1 多个函数的微积分

我们现在对两个函数求偏导，注意这两个函数都有着同样的自变量 x 和 y：

a = f (x,y)

b = g(x,y)

把偏导的梯度向量排列，就能构成一个矩阵，其中梯度是矩阵的行：

J =

∇f (x,y)∇g(x,y)

 =
∂f (x,y)∂x

∂f (x,y)
∂y

∂g(x,y)
∂x

∂g(x,y)
∂y

 (2.1.1)

这个矩阵我们称为雅克比矩阵 (Jacobian matrix)。
我们这种表示方式叫做分子布局 (numerator layout)，有许多著作和软件会使用分母布局 (de-

nominator layout)，其实这就是分子布局的矩阵转置：∂f (x,y)∂x
∂f (x,y)

∂y
∂g(x,y)

∂x
∂g(x,y)
∂y


T

=

∂f (x,y)∂x
∂g(x,y)

∂x
∂f (x,y)

∂y
∂g(x,y)
∂y

 (2.1.2)

2.2 雅克比的一般化

为了定义更一般形式上的雅克比矩阵，我们把多元参数定义为一个向量：

f (x,y,z) =⇒ f (x)

7



8 2.2. 雅克比的一般化

小写的粗体 x 表示向量，一般体 x 为标量，xi 表示向量 x 的第 i 个元素。我们可以定义向量的

朝向 (orientation)，在默认情况下，设向量都是垂直的，比如 n 维向量的尺寸 (size) 是 n× 1：

x =


x1
x2
...

xn


(2.2.1)

对于多个标量函数，可以把它们组合到一个向量里。令 y = f(x) 是一个由 m 个多元标量函数

构成的向量，把 x 作为输入。设 n = |x| 是 x 的基数 (cardinality)，每个 fi 都返回一个标量值：

y =


y1
y2
...

ym


=


f1(x)

f2(x)
...

fm(x)


(2.2.2)

我们考虑 m = n 这种很常见的情况，雅克比矩阵就是这 m×n 的可能的偏导的集合（m 行 n

列），也可以认为是与 x 有关的 m 个梯度：

∂y
∂x

=


∇f1(x)
∇f2(x)
· · ·
∇fm(x)

 =


∂
∂x f1(x)
∂
∂x f2(x)

· · ·
∂
∂x fm(x)

 =


∂
∂x1

f1(x) ∂
∂x2

f1(x) · · · ∂
∂xn

f1(x)
∂
∂x1

f2(x) ∂
∂x2

f2(x) · · · ∂
∂xn

f2(x)
. . .

∂
∂x1

fm(x) ∂
∂x2

fm(x) · · · ∂
∂xn

fm(x)


(2.2.3)

对于 m 个方程的雅克比矩阵一共有 m 行。雅克比矩阵的形式一般可以参考如下：

对于 fi(x) = xi 的恒等函数 f(x) = x，我们可以计算得到它的雅克比矩阵（这里的 m 等于 n）
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是一个单位矩阵：

∂y
∂x

=



∂
∂x1

f1(x) ∂
∂x2

f1(x) · · · ∂
∂xn

f1(x)
∂
∂x1

f2(x) ∂
∂x2

f2(x) · · · ∂
∂xn

f2(x)
. . .

∂
∂x1

fm(x) ∂
∂x2

fm(x) · · · ∂
∂xn

fm(x)


=



∂
∂x1

x1
∂
∂x2

x2 · · · ∂
∂xn

xn
∂
∂x1

x2
∂
∂x2

x2 · · · ∂
∂xn

xn
. . .

∂
∂x1

xn
∂
∂x2

xn · · · ∂
∂xn

xn


(2.2.4)

=


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
. . .

0 0 · · · 1


= I (2.2.5)

在继续之前，确保你可以推导出上面的每一步。如果被卡住，只需考虑矩阵中的每个元素，并

应用一般的标量导数规则。这是一个普遍有用的技巧：将向量表达式简化为一组标量表达式，然

后获取所有部分，最后将结果适当地组合成向量和矩阵。

我们在理解上面的计算时，一定要充分注意 x 是一个竖直的向量，xT 才是水平的向量。

2.3 按元素的二元操作

向量中，按元素的二元操作 (Element-wise binary operations)，例如向量加减法，以及把向
量与标量相乘。

所谓“按元素二元操作”，只是对每个向量的第一项应用一个运算，然后得到输出的第一项，

之后对输入的第二项应用一个运算来得到输出的第二项，以此类推。这种操作中，要求的是输入

和输出匹配，也就是说，输入为 n 元向量，输出也要是 n 元向量。深度学习中经常出现的例子有
max(w,x) 和 w > x（返回由 1 和 0 组成的向量）。
我们把“按元素二元操作”用符号进行一般化：

y = f(w)⃝ g(x) (2.3.1)

其中，m = n = |y| = |w| = |x|。这里的 ⃝ 符号是元素运算符 (element-wise operator)，例如 +，而

不是函数合成运算符 ◦（(f ◦ g)(x) = f (g(x))）。

y = f(w)⃝ g(x) =


y1
y2
...

yn


=


f1(w)⃝ g1(x)

f2(w)⃝ g2(x)
...

fn(w)⃝ gn(x)


(2.3.2)

上式直接写为了 n 个式子，这是因为元素运算符给出 m = n 大小的向量结果（输入匹配输

出）。
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对 w 求导，得到与 w 相关的雅克比矩阵：

Jw =
∂y
∂w

=



∂
∂w1

(
f1(w)⃝ g1(x)

)
∂

∂w2

(
f1(w)⃝ g1(x)

)
· · · ∂

∂wn

(
f1(w)⃝ g1(x)

)
∂

∂w1

(
f2(w)⃝ g2(x)

)
∂

∂w2

(
f2(w)⃝ g2(x)

)
· · · ∂

∂wn

(
f2(w)⃝ g2(x)

)
. . .

∂
∂w1

(
fn(w)⃝ gn(x)

)
∂

∂w2

(
fn(w)⃝ gn(x)

)
· · · ∂

∂wn

(
fn(w)⃝ gn(x)

)


(2.3.3)

以及对 x 求导，得到与 x 相关的雅克比矩阵：

Jx =
∂y
∂x

=



∂
∂x1

(
f1(w)⃝ g1(x)

)
∂
∂x2

(
f1(w)⃝ g1(x)

)
· · · ∂

∂xn

(
f1(w)⃝ g1(x)

)
∂
∂x1

(
f2(w)⃝ g2(x)

)
∂
∂x2

(
f2(w)⃝ g2(x)

)
· · · ∂

∂xn

(
f2(w)⃝ g2(x)

)
. . .

∂
∂x1

(
fn(w)⃝ gn(x)

)
∂
∂x2

(
fn(w)⃝ gn(x)

)
· · · ∂

∂xn

(
fn(w)⃝ gn(x)

)


(2.3.4)

这是一个相当复杂的问题，但幸运的是，雅可比矩阵通常是一个对角矩阵：一个除了对角之

外处处为零的矩阵。因为这大大简化了雅可比矩阵，所以让我们详细研究雅可比矩阵何时简化为

element-wise 操作的对角矩阵。
在对角雅克比中，所有非对角元素都是 0：

∂
∂wj

(
fi(w)⃝ gi(x)

)
= 0 j , i (2.3.5)

这在什么条件下会发生呢？精确地说，当 fi 和 gi 相对于 wj 来说是常量的时候：

∂
∂wj

fi(w) =
∂

∂wj
gi(x) = 0 (2.3.6)

不管这些运算符是什么，如果它们的偏导都是 0，则运算结果就都会是 0：0⃝0 = 0。那么，当 fi
和 gi 都不是 wj 的函数时，偏导就都是 0。对于 element-wise 运算，意味着 fi 纯粹是 wi 的函数，

而且 gi 也纯粹是 xi 的函数，例如 w+ x 就是逐个 wi 与 xi 相加的结果。

因此，fi(w)⃝ gi(x) 退化为 fi(wi)⃝ gi(xi)，也就是说，目标也退化为了：

∂
∂wj

fi(wi) =
∂

∂wj
gi(xi) = 0 (2.3.7)

注意，写作 fi(wi) 和 gi(xi) 看起来与 fi 和 gi 这种向量函数是相违背的，按理来说我们应该写作

f̂i(wi) = fi(w)，但这可能会使方程看起来很混乱，所以就算了（反正程序员也会乐意接受重载函

数）。我们把上述的约束条件叫做“按元素对角条件 (element-wise diagonal condition)”。在这种
条件下，对角线雅克为：

∂y
∂w

=



∂
∂w1

(
f1(w1)⃝ g1(x1)

)
∂

∂w2

(
f2(w2)⃝ g2(x2)

)
0

. . .

0 ∂
∂wn

(
fn(wn)⃝ gn(xn)

)


(2.3.8)
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或者简写为：

∂y
∂w

= diag
( ∂
∂w1

(
f1(w1)⃝ g1(x1)

)
,

∂
∂w2

(
f2(w2)⃝ g2(x2)

)
, ...,

∂
∂wn

(
fn(wn)⃝ gn(xn)

))
(2.3.9)

∂y
∂x

= diag
( ∂
∂x1

(
f1(w1)⃝ g1(x1)

)
,
∂
∂x2

(
f2(w2)⃝ g2(x2)

)
, ...,

∂
∂xn

(
fn(wn)⃝ gn(xn)

))
(2.3.10)

由于我们一般只是用简单的向量运算，所以 f(w) 通常只是 w，也就是说 fi(wi) = wi，因此：

f(w) + g(x) =⇒ yi = fi(w) + gi(x) =⇒ yi = fi(wi) + gi(xi) (2.3.11)

单个运算的偏导就是：

∂
∂wi

(
fi(wi) + gi(xi)

)
=

∂
∂wi

(wi + xi) = 1+0 = 1 (2.3.12)

∂
∂xi

(
fi(wi) + gi(xi)

)
=

∂
∂xi

(wi + xi) = 0+1 = 1 (2.3.13)

于是我们得到 ∂(w+x)
∂w = ∂(w+x)

∂x = I。我们可以依次导出一般的 element-wise 二元运算的雅克比：

表 2.1: element-wise 二元运算的雅克比

Op 与 w 有关的偏微分

+ ∂(w+x)
∂w = diag

(
· · · ∂(wi+xi )

∂wi
· · ·

)
= diag

(−→
1
)
= I

− ∂(w−x)
∂w = diag

(
· · · ∂(wi−xi )

∂wi
· · ·

)
= diag

(−→
1
)
= I

⊗ ∂(w⊗x)
∂w = diag

(
· · · ∂(wi×xi )

∂wi
· · ·

)
= diag

(
x
)

⊘ ∂(w⊘x)
∂w = diag

(
· · · ∂(wi /xi )

∂wi
· · ·

)
= diag

(
· · · 1xi · · ·

)
Op 与 x 有关的偏微分

+ ∂(w+x)
∂x = diag

(
· · · ∂(wi+xi )

∂xi
· · ·

)
= diag

(−→
1
)
= I

− ∂(w−x)
∂x = diag

(
· · · ∂(wi−xi )

∂xi
· · ·

)
= diag

(−−→−1 ) = −I
⊗ ∂(w⊗x)

∂x = diag
(
· · · ∂(wi×xi )

∂xi
· · ·

)
= diag

(
w
)

⊘ ∂(w⊘x)
∂x = diag

(
· · · ∂(wi /xi )

∂xi
· · ·

)
= diag

(
· · · −wi

x2i
· · ·

)
在上面的公式中，⊗ 和 ⊘ 分别表示 element-wise 乘法和除法，其中 ⊗ 又被叫做 Hadamard

product(阿达马积)。

2.4 涉及标量展开的导数

当我们把一个标量与向量相加或者相乘的时候，我们其实是在把标量进行扩展：

y = x+ z =⇒ y = x+
−→
1 z ≡ f(x) + g(z) (2.4.1)

y = xz =⇒ y = x⊗ −→1 z ≡ f(x)⊗ g(z) (2.4.2)
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标量相加

标量相加，关于 x 的偏导是：

∂y
∂x

= diag
(
· · · ∂

∂xi

(
fi(xi)⃝ gi(z)

)
· · ·

)
(2.4.3)

∂
∂xi

(
fi(xi) + gi(z)

)
=
∂(xi + z)

∂xi
= 1 (2.4.4)

关于 z 的偏导并不会构成一个矩阵，而只是构成一个向量，因为 z 只是一个标量：

∂
∂z

(
fi(xi) + gi(z)

)
=
∂(xi + z)

∂z
= 1 (2.4.5)

于是我们得到：

∂
∂x

(
x+ z

)
= I (2.4.6)

∂
∂z

(
x+ z

)
=
−→
1 (2.4.7)

标量相乘法

计算标量相乘也是如此，对 x 求导以后，得到：

∂
∂xi

(
fi(xi)⊗ gi(z)

)
= xi

∂z
∂xi

+ z
∂xi
∂xi

= z (2.4.8)

对 z 求导得到：

∂
∂z

(
fi(xi)⊗ gi(z)

)
= xi

∂z
∂z

+ z
∂xi
∂z

= xi +0 = xi (2.4.9)

所以，偏导可以表示为：

∂
∂x

(
xz
)
= diag (

−→
1 z) = Iz (2.4.10)

∂
∂z

(
xz
)
= x (2.4.11)

2.5 向量和 reduction
把一个向量中的元素相加是一个非常重要的操作，例如损失函数的计算。我们也可以用它来

简化向量点乘的导数的计算，以及其他将向量化为标量的运算。

令 y = sum(f(x)) =
∑n

i=1 fi(x)，注意到这里我们的参数是 x，这是要因为 sum 会用到全部的
值。向量求和的梯度是：

∂y

x
=
[ ∂y
∂x1

,
∂y

∂x2
, · · · ,

∂y

∂xn

]
(2.5.1)

=
[ ∂
∂x1

∑
i

fi(x),
∂
∂x2

∑
i

fi(x), · · · ,
∂
∂xn

∑
i

fi(x)
]

(2.5.2)

=
[∑

i

∂fi(x)
∂x1

,
∑
i

∂fi(x)
∂x2

, · · · ,
∑
i

∂fi(x)
∂xn

]
(2.5.3)
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由于 fi(x) = xi，梯度可以表示为：

∇y =
[∑

i

∂xi
∂x1

,
∑
i

∂xi
∂x2

, · · · ,
∑
i

∂xi
∂xn

]
(2.5.4)

=
[∂x1
∂x1

,
∂x2
∂x2

, · · · , ∂xn
∂xn

]
(2.5.5)

=
[
1,1, · · · ,1

]
=
−→
1 T (2.5.6)

注意，我们得到了一个水平向量，而不是垂直向量，因此梯度就是
−→
1 T。我们必须要在计算中记

住我们的向量是行向量还是列向量，否则在复杂的函数计算中就会变得很乱。

再举一个例子，令 y = sum(xz) =
∑n

i=1 xiz：

∂y

∂x
=
[∑

i

∂
∂x1

xiz,
∑
i

∂
∂x2

xiz, ...,
∑
i

∂
∂xn

xiz
]

(2.5.7)

=
[
z,z, ..., z

]
(2.5.8)

与标量 z 有关的导数是 1× 1 的：

∂y

∂z
=

∂
∂z

n∑
i=1

xiz (2.5.9)

=
∑
i

∂
∂z

xiz (2.5.10)

=
∑
i

xi = sum(x) (2.5.11)
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本章貌似是最难的一章（但其实仍然非常简单），本章描述矩阵微积分中的链式法则。

3.1 简述

我们目前还不能通过最简单的矩阵微积分法则来计算复杂函数的偏导，例如，对于嵌套表达

式（比如 sum(w+ x)），我们需要研究如何实现向量链式法则。我们首先从单变量链式法则开始，

引入一个重要的概念，叫做总导数 (total derivative)，使用它来定义单变量总导数链式法则，之
后再研究向量链式法则。

链式法则是一个分而治之的策略（如 Quicksort），它将复杂的表达式分解为导数更容易计算
的子表达式。它的强大之处来自这样一个事实：我们可以单独处理每个简单的子表达式，但仍然

可以组合中间结果以获得正确的总体结果。

3.2 单变量链式法则简述

因为链式法则是微积分最基础的内容（虽然很多变形并没有那么直观和好理解），所以不会花

太多篇幅去叙述。

对于嵌套函数，我们有两种写法：

y = f (g(x)) ≡ y = (f ◦ g)(x) (3.2.1)

求导为：

y ′ = f ′(g(x))g ′(x) (3.2.2)

但是这种书写方法隐含了 u = g(x) 这个事实，所以我们最好这么做：

u = g(x) y = f (u) (3.2.3)
dy

dx
=

dy

du
du
dx

(3.2.4)

14
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有些情况下，例如 y(x) = x + x2，可以看做：

u = x2 (3.2.5)

y(x,u) = x +u (3.2.6)

y(x,u) 意味着有多条路径从 x 到 y，为了处理这种情况，我们必须应用单变量总导数链式法则

(single-variable total-derivative)。
在自动微分中，一般会分为前向微分 (forward differentiation) 和反向微分 (backward differ-

entiation)，从数据流 (dataflow) 的角度看，我们正在计算一个前向微分，因为它遵循正常的数据
流方向，即先得到 u = g(x)，然后再得到 y = f (u)。

反向微分是我们根据结果是如何变化的来反推回去，得到方程参数 x 如何影响函数值。下面

是两个定义：

Forward dif f erentiation :

dy

dx
=
du
dx

dy

du
(3.2.7)

Backward dif f erentiation :

dy

dx
=

dy

du
du
dx

(3.2.8)

反向微分的例子

我们用一个例子来说明反向微分的工作情况，该例子就是 PyTorch 的工作原理。
首先定义一个运算流：

y = ln(sin(x3)2) =⇒ (3.2.9)

u1 = f1(x) = x3 (3.2.10)

u2 = f2(u1) = sin(u1) (3.2.11)

u3 = f3(u2) = u2
2 (3.2.12)

u4 = f4(u3) = ln(u3) = y (3.2.13)

计算偏导：

d
ux

u1 =
d
x
x3 = 3x2 (3.2.14)

d
u1

u2 =
d
u1

sin(u1) = cos(u1) (3.2.15)

d
u2

u3 =
d
u2

u2
2 = 2u2 (3.2.16)

d
u3

u4 =
d
u3

ln(u3) =
1
u3

(3.2.17)

组合：

dy

dx
=
du4

dx
=
du4

du3

du3

du2

du2

du1

du1

dux
(3.2.18)

=
6u2x

2 cos(u1)
u3

(3.2.19)
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然后将中间变量替换掉即可。

3.3 单变量总微分链式法则

单变量链式法则的问题在于所有函数都是单变量的，为了处理更复杂的情况，我们需要升级

基本理论。

对于多变量函数：

u1(x) = x2 (3.3.1)

u2(x,u1) = x +u1 = y (3.3.2)

我们可以看到，x 的一点变化给 y 带来的影响是：

ŷ = (x +∆x) + (x +∆x)2 (3.3.3)

因此为了得到 x 的变化对 y 的贡献，我们需要把所有的 x 的贡献都加到 y 上。与 x 有关的总导

数，分为直接取决于 x 的部分和间接通过 u1(x) 的部分，也就是：

dy

dx
=
∂f (x)
∂x

=
∂u2(x,u1)

∂x
(3.3.4)

=
∂u2

∂x
∂x
∂x

+
∂u2

∂u1

∂u1

∂x
=
∂u2

∂x
+
∂u2

∂u1

∂u1

∂x
(3.3.5)

注意这里的 ∂u2
∂x 的计算方式为：

∂u2

∂x
=

∂
∂x

(x +u1) = 1+0 = 1 (3.3.6)

由于分成了两部分，所以我们可以认为另一部分跟变量 x 无关。总导数假定所有变量都可能相互

依赖，而偏导数假定除 x 以外的所有变量都是常数。

我们可以这么理解：当求与 x 有关的总导数时，其他的变量可能都与 x 有关，因此我们需要

把它们的贡献都加起来。

我们来举一个乘法的例子：

u1(x) = x2 (3.3.7)

u2(x,u1) = xu1 (3.3.8)

求导为：

∂u2(x,u1)
∂x

=
∂xu1

∂x
+
∂(xu1)
∂u1

∂u1

∂x
= u1 + x · 2x = 3x2 (3.3.9)

我们总结一下单变量总链式法则：

∂f (u1,u2, ...,un)
∂x

=
n∑
i=1

∂f

∂ui

∂ui

∂x
(3.3.10)

我们再进一步联想，可以把这个过程想象为一个点乘：

∂f

∂u
· ∂u
∂x

(3.3.11)
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在我们开始研究向量链式法则之前，我们需要注意，网络上经常把这些内容叫做“多变量链

式法则”，但多变量仅限于中间过程，其实总过程仍然是单变量的，而且导数和参数也都是单变量

的，因此，为了和矩阵微积分的内容分开，我们这里一直都叫做“单变量全导数链式法则”。

3.4 向量链式法则

我们现在开始研究向量函数和向量变量，实际上，这种形式和单变量链式法则一样简单。

与标量有关的函数向量

首先，假设函数的输入变量都是标量，许多标量函数构成一个函数向量：

y = f(x) (3.4.1)

例如： y1(x)y2(x)

 =
f1(x)f2(x)

 =
 ln(x2)sin(3x)

 (3.4.2)

我们设置一个中间变量： g1(x)g2(x)

 =
x23x

 (3.4.3)

计算 y = f(g(x))： f1(g)f2(g)

 =
 ln(g1)sin(g2)

 (3.4.4)

在与标量 x 有关的导数需要被计算为：

∂y
∂x

=

∂f1(g)∂x
∂f2(g)
∂x

 =
 ∂f1
∂g1

∂g1
∂x + ∂f1

∂g2

∂g2
∂x

∂f2
∂g1

∂g1
∂x + ∂f2

∂g2

∂g2
∂x

 (3.4.5)

=

 1
g1
2x +0

0+ cos(g2)3

 =
 2

x

3cos(3x)

 (3.4.6)

上式之所以写成下面这样，是因为为了用标量函数来表现出向量函数的样子：

∂y
∂x

=

 ∂f1
∂g1

∂g1
∂x + ∂f1

∂g2

∂g2
∂x

∂f2
∂g1

∂g1
∂x + ∂f2

∂g2

∂g2
∂x

 (3.4.7)

我们可以拆分为：  ∂f1
∂g1

∂g1
∂x + ∂f1

∂g2

∂g2
∂x

∂f2
∂g1

∂g1
∂x + ∂f2

∂g2

∂g2
∂x

 =
 ∂f1
∂g1

∂f1
∂g2

∂f2
∂g1

∂f2
∂g2


∂g1∂x
∂g2
∂x

 = ∂f
∂g

∂g
∂x

(3.4.8)

也就是说，这个雅克比是其他两个雅克比的乘积。
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当我们把 x 替换为向量 x 时，意味着 ∂g
∂x 和

∂f
∂x 都不再是向量，而都会变为矩阵。完整的链式

法则表示为：

∂
∂x

f(g(x)) =
∂f
∂g

∂g
∂x

(3.4.9)

注意矩阵相乘不符合交换律。

完全形式是：

∂
∂x

f(g(x)) =


∂f1
∂g1

∂f1
∂g2

· · · ∂f1
∂gk

∂f2
∂g1

∂f2
∂g2

· · · ∂f2
∂gk

...
∂fm
∂g1

∂fm
∂g2

· · · ∂fm
∂gk




∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

· · · ∂g1
∂xn

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

· · · ∂g2
∂xn

...
∂gk
∂x1

∂gk
∂x2

· · · ∂gk
∂xn


(3.4.10)

其中，|f| =m，|x| = n，|g| = k，得到的雅克比矩阵是 m×n 的。
很多时候，雅克比矩阵都是方阵（m = n），且非对角线元素都是 0。神经网络是向量的函数，

而不是函数的向量。例如在神经仿射函数 (neuron affine function，参考第一章) 中，其实是计算
sum(w⊗ x)，激活函数是 max(0,x)，我们会在下一章来描述它们的导数。

当 fi 完全是 gi 的函数，并且 gi 完全是 xi 的函数时，雅克比矩阵就是：

∂f
∂g

= diag (
∂fi
∂gi

) (3.4.11)

∂g
∂x

= diag (
∂gi
∂xi

) (3.4.12)

∂
∂x

f(g(x)) = diag (
∂fi
∂gi

∂gi
∂xi

) (3.4.13)

下表总结了当前遇到的所有类型的函数雅克比矩阵：

注意，小方块表示的是标量，长条表示的是向量，大方块表示的是矩阵。
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3.5 示例

我们分别针对复杂的情况和简单的情况举两个例子来加深对上面的过程的理解，如果大家有

兴趣也可以自己构建一些例子，毕竟光看公式可能很难看懂所有细节。

示例一：复杂情况

设输入向量为 x = [x1,x2]T，第一层函数为：

g(x) =

g1(x1,x2)g2(x1,x2)

 =
x1 +2 · x2

x1 · x2

 (3.5.1)

第二层函数为：

f(g) =

f1(g1, g2)f2(g1, g2)

 =
g1 + g2
g1 − g2

 (3.5.2)

总的函数为：

y = f(g(x)) =

x1 +2x2 + x1x2
x1 +2x2 − x1x2

 (3.5.3)

偏导为：

∂
∂x

f(g(x)) =

 ∂y1∂x1

∂y2
∂x2

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

 =
1+ x2 2+ x1
1− x2 2− x1

 (3.5.4)

现在我们应用一下链式法则：

∂f
∂g

=

1 1

1 −1

 (3.5.5)

∂g
∂x

=

 1 2

x2 x1

 (3.5.6)

∂f
∂g

∂g
∂x

=

1+ x2 2+ x1
1− x2 2− x1

 (3.5.7)

简单示例

现在看一个简单示例：

g(x) =

g1(x1,x2)g2(x1,x2)

 =
 x12x2

 (3.5.8)

f(g) =

f1(g1, g2)f2(g1, g2)

 =
2g1g2

2

 (3.5.9)
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总的函数为：

y = f(g(x)) =

2x14x22

 (3.5.10)

得到的雅克比矩阵为：

∂
∂x

f(g(x)) =

 ∂y1∂x1

∂y2
∂x2

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

 =
2 0

0 8x2

 (3.5.11)

得到一个对角阵。

大家可以自行来验证一下链式法则。
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本节描述神经网络中的梯度。

4.1 神经元激活的梯度

对于神经元激活：

activation(x) =max(0,w · x+ b) (4.1.1)

这里表示全连接权重核 rectified 线性单元激活。不过，其他仿射函数，例如卷积和其他激活函数
也遵循相似的逻辑。

我们关注于计算：

∂
∂w

(w · x+ b) (4.1.2)

∂
∂b

(w · x+ b) (4.1.3)

所谓点乘，就是 element-wise 相乘再求和：
n∑
i

(wixi) = sum(w⊗ x) (4.1.4)

w · x =wTx (4.1.5)

根据链式法则，先写成数据流：

u =w⊗ x (4.1.6)

y = sum(u) (4.1.7)

21
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偏导计算为：

∂u
∂w

=
∂
∂w

(w⊗ x) = diag (x) (4.1.8)

∂y

∂u
=

∂
∂u

sum(u) =
−→
1 T (4.1.9)

∂y

∂w
=

∂y

∂u
∂u
∂w

=
−→
1 Tdiag (x) = xT (4.1.10)

我们来检查一下链式法则：

y =w · x =
n∑
i

(wixi) (4.1.11)

∂y

∂wj
=

∂
∂wj

∑
i

(wixi) = xj (4.1.12)

∂y

∂w
= [x1, ...,xn] = xT (4.1.13)

最后，计算完整的线性结构：

∂y

∂w
=

∂
∂w

w · x+ ∂
∂w

b = xT +
−→
0 T = xT (4.1.14)

∂y

∂b
=

∂
∂b

w · x+ ∂
∂b

b = 0+1 = 1 (4.1.15)

现在再看激活结构：

max(0,x) =


max(0,x1)

max(0,x2)

...

max(0,xn)

 (4.1.16)

∂
∂x

max(0, z) =

0 z ≤ 0

dz
dz = 1 z > 0

(4.1.17)

所以得到：

∂
∂x

max(0,x) =


∂
∂x1

max(0,x1)
∂
∂x2

max(0,x2)

...
∂
∂xn

max(0,xn)


(4.1.18)

所以把总的过程写为一个数据流：

z(w, b,x) =w · x+ b (4.1.19)

activation(z) =max(0, z) (4.1.20)
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链式法则计算如下：

∂activation
∂w

=
∂activation

∂z
∂z
∂w

=

0x
T =
−→
0 T w · x+ b ≤ 0

1xT = xT w · x+ b > 0
(4.1.21)

∂activation
∂b

=

0
∂z
∂b = 0 w · x+ b ≤ 0

1 ∂z
∂b = 1 w · x+ b > 0

(4.1.22)

4.2 损失函数的梯度

设有一堆向量样本：

X = [x1,x2, ...,xN ]
T (4.2.1)

N = |X | (4.2.2)

定义损失函数：

C(w, b,X,y) =
1
N

N∑
i=1

(yi − activation(xi))2 (4.2.3)

数据流表示如下：

u(w, b,x) =max(0,w · x+ b) (4.2.4)

v(y,u) = y −u (4.2.5)

C(v) =
1
N

N∑
i=1

v2 (4.2.6)

4.2.1 损失函数对权重的梯度

易知：

∂v(y,u)
∂w

=
∂
∂w

(y −u) = −→0 T − ∂u
∂w

=


−→
0 T w · x+ b ≤ 0

−xT w · x+ b > 0
(4.2.7)

之后，经过一系列计算，得到：

∂C(v)
∂w

=
∂
∂w

1
N

N∑
i=1

v2 (4.2.8)

=


−→
0 T w · x+ b ≤ 0

2
N

∑N
i=1(w · xi + b − yi)xTi w · x+ b > 0

(4.2.9)

设每一个样本的误差为：

ei =w · xi + b − yi (4.2.10)
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就可以写为：

∂C
∂w

=
2
N

N∑
i=1

eix
T
i (4.2.11)

更新参数的方法：

wt+1 =wt − η
∂C
∂w

(4.2.12)

4.2.2 损失函数对偏置的梯度

易知：

∂v(y,u)
∂b

=
∂
∂b

(y −u) = 0− ∂u
∂b

=

0 w · x+ b ≤ 0

−1 w · x+ b > 0
(4.2.13)

可以得到偏微分：

∂C(v)
∂b

=
∂
∂b

1
N

N∑
i=1

v2 (4.2.14)

=

0 w · x+ b ≤ 0

2
N

∑N
i=1(w · xi + b − yi) w · x+ b > 0

(4.2.15)

设每一个样本的误差为：

ei =w · xi + b − yi (4.2.16)

这样可以得到：

∂C
∂b

=
2
N

N∑
i=1

ei (4.2.17)

以及更新参数：

bt+1 = bt − η
∂C
∂b

(4.2.18)

4.3 总结

借助链式法则，我们就可以很容易地得到神经网络的导数形式——矩阵微积分的雅克比矩阵。

本文的内容难度较低，且不涉及更为复杂的矩阵函数对矩阵求导，所以例子更加直观。如果

想继续学习更深入的内容，公式上可以参考《矩阵分析与应用-张贤达》（个人认为张贤达的书里
面有错误，在《Jocabian 雅克比矩阵与应用》一文中我有提到，而且原理证明讲得也比较少）或
者 [3] 的内容。
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